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PREFACE. 



Le troisieme Volume de moii Traite de Mecaniquc celeste, cjiie je 
public aujourd'hui, se rapporte a un seul objet : la theorie du mouve- 
ment de la Lune. 

J'avais espere un moment que je pourriiis y joindre les autres sujets 
non traites encore et terminer ainsi mon Ouvrage; mais j'ai compris 
bien vite que cela etait impossible, et je me suis d^cid^ a consacrer un 
volume entier a la theorie de notre satellite. 

J'ai donu^ des aper^us de toutes les theories importantes propos^es 
jusqu'ici, chercliant a resterclair maljjre la concision qui m'etait impo- 
s^e. Le lecteur verra d(5filer ainsi devant lui les travaux de Newton, 
Clairaut, d'Alembert, Fouler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson, 
Lubbock, de Pontecoulant, Delaunay, Hansen, Gyld^n, Hill, 

Adams, II n'est pas inutile de rappeler les travaux anciens, quand 

ils emanent d'hommes de genie; plus d'une tentative recente vient se 
souderaux essais ant^rieurs et se trouve ainsi mieux mise en hmiiere. 

Le Volume se termine par un expos^ de I'etat actuel de la theorie de 
la Lune. 

Je dois remercier M. Callandreau et M. Kadau du concoursqu'ils out 
bien voulu m'apporter. TiC Chapitre XVHI est la reproduction presque 
textuelle d'un Memoire recent de M. Radau {^Annates de V Ohservatoire 
de Paris; Memoires^ t. XXI). 

Le Tome IVcomprendra le calcul des perturbations des petites pla- 
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iietes par les methodes de Caiichy, de Hansen et de M. Gylden, le 
Ccilcul numerique des perturbations des cometes, la theorie des mouve- 
ments des satellites, et une s^rie de sujets detaches tels que : la capture 

des cometes, Tinfluence du milieu resistant, J'espere que la variete 

des questions donnera de Tinteret a ce quatrieme Volume qui sera le 
dernier. 
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CHAPITRE I. 

INTRODUCTION. - ETUDE DE L'l&QUATlON DIFFERENTIELLE 

{Pa: 



fit' 



.r(<7'-i- 2^1 cosa/) = o. 



1. Etude de r^quation 

(a) --j-f -h.r(^'-i-2^, cos2/) = o. 

Cette equation est un cas tres particulierdes equations difTerentielles lineaires 
a coefficients periodiques, considerees d'une maniere generate par M. Ii!. Picard 
et M. Floquet. Pour etablir ses proprietes d'une maniere simple, nous adopte- 
rons d'abord Fexposition de M. Callandreau (Astron. Nachr., n® 2547). 

Soit ^{t) une solution de Tequation; on aura aussi les suivantes 

cela tient a ce que le coefficient de x est une fonction periodique de /, h pe- 

riode it. On sait qu'avec deux solutions dijferentes^ '\{t) et "^{t -+- it), de Tequa- 

tion lin^aire (a) d^pourvue de second membre, on pent former toutes les autres, 

T. - III. I 
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et en particulier '>];(/ -h 21:). On aura, en designant par A^ et A, deux constantes 
convenablement choisies, 

(I) ^{t H- 27:) :-: Ao •!(/) -+- A, '^(t -r- r). 

Si •>]/(/) et '!(/ ■+- T.) n'etaient pas deux solutions differentes, on devrait avoir, 
en designant par Bo une constantc, 

(2) ^(/-t-7r) = Bo'|(0. 

Cela pose, je dis que Tequation differentielle {a) admet une integrate F(/) 
telle que Ton ait 

(3) F(/-f-7:) = vF(/), 

en representant par v une constante diflerente de Tunite. 

En efTet, supposons d*abord realisee Thypothese qui conduit a la relation (2) : 
la condition (3) sera verifiee, si Ton prend 

F(/) = iKO, v = Bo. 

Ce cas exceptionnel ecarte, nous allons montrer que Ton peut prendre 

oil V| designe une constante. En substituant cette valeur de F(/) dans Tequa- 
tion (3), il vient, en effet, 

i};(^ -+- 27:) -h (v, - V) l^/ -+- tt) = VVi ^(0, 

ou bien, en ayant egard a la formule (i), 

Cette equation deviendra une identite, si Ton determine v et v, par les condi- 
tions 

V — v,_ A,, VV,=: Ao, 

d'oii 



^ _ At-f-y/A* -i-4Ao _ — At-I- y/A* 4-4Ao 

2 '1— 2 

La fonction F(/), determinee par la formule (4), verifiera bien la condi- 
tion (3). Cette condition donne, d'ailleurs, 

F(7:) = vF(o), F(-7:)=iF(o), 



I.NTRODrCTION. 3 

d'ou Ton tiro 



(5) 



l_ F(7:)-hF(^7:) 
v" F(o) 



2. Gonsiderons, d'une maniere plus generate, Tequation 

oil le signe^ sera suppose contenir un nombre limite de termes. On en deduit, 
en diflerentiant p fois, et faisant ensuite / = o, 

/dP-^^xX , /dPx\ »(n — i), /dP'-x\ 

, p(/>-i)(/>-a)(;>-3) ,. ( d'-^x \ 

oil Ton a fait 

i 

En donnant a p, dans la relation precedente, les valeurs o, 2, 4» •••« puis 
I, 3, 5, ..., on obtiendra 

'di^jo"^''''' ['dFjo"^^''^'' 

oil les quantites X et [x sont des fonctions de 60, 6,, . . . ; aprfes quoi , la serie de 
Maclaurin donnera 

(6) .ri=:.ro/(/)-hx;9(/), 

oil i'on a pose 

^ ' 1 .2.3 I .a. 3. 4-5 



• • • • 



Ces series, qui sont convergentes dans toute Tetendue du plan, ne con- 
tiennent, comme on voit, la premiere, que des puissances paires; la seconde, 
que des puissances impaires de /. On a, d'ailleurs, 

/(o) = i, 9(o) = o; /'(o) = o, <p'(o) = i; 
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jr^ el X, etant arbitraires, la formule (6) donne I'integrale g^n^rale de Tequa- 
tion differentielle, de sorte qu'on aura aussi 

f(o = ^o/(oh-^;?(o. 

On en conclut 

F(7:) "*ro/(7:)-+-^;cp(7r), 
F(— TT) = ^o/(7r) — x; 9(7r), 
F(o) =.ro, 

d^oii 

F(7r)^F(-7:)r^2F(o)/(7r). 

La formule (5) donnera done 

, , I F(7r)-hF(-7r) ,, , 

(7) V + - =. ^^^ ^. ./(TT). 

On pent ainsi calculer v en partant d'une integrate quelconque F(/) satisfaisant 
ou non a la condition (3);/('7:) est la valeur que prend, pour a? = ir, celie des 
solutions de (a) qui est une fonction paire de / et se reduit k Tunite pour r = o. 
On trouve aisement 

En remarquant que le second membre doit se reduire a cos^/ lorsque ^« = o, 
on en conclut, pour/(7:), une expression de la forme 

oil Ics coefficients a^ , a,, ... sont des fonctions connues de q. Dans les applica- 
tions courantes de Tequation (a) a TAstronomie, q n'est pas egal k un nombre 
entier, et y, est petit; la valeur absolue de/(i:) est done inferieure a Tunite. 
L'equation (7) donne 

done V est une expression imaginaire de module i, et Ton pent faire, en desi- 
gnant par A une quantite reelle» 

Les equations (3) et (7) deviennent 

(9) F(/ -+-;:) =:E''^v/^F(0, 

(10) cosAtt =/{t:) z=z cosqi: 4- ai^i 4- (x^q^ ■+- 

Si Ton pose 
(II) e(/)=:E-'"v/^F(o, 



• • • • 
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on en conclut, en ayant egard a Tequation (9), 

e(/H-7r) = e(/). 

Done 0(/) est une fonction periodique de /, a periode it, et Ton a, en serie con- 
verge nte, 

apres quoi, la formule (i i) donno 



-i-« 



F(— /) est aussi une solution de Tequation differentielle; en ajoutant et re- 
tranchant, on a les deux solutions 

V Yi/COs(/i -h 21)/ el V Yi/sin(/i -+- 21)/. 

Multiplions-les parcos^ et — sin'>]/, ']f designant une constante arbitraire, et 
nous aurons enfin cette solution 

(6) X = V Yl/COSCil'-H l9), iVz=ht-\-^, 9 = 21. 

Remarque. — Les raisonnements precedents s'appliquent, sans modification, 
a Tequation 



dt^ 



-+- x{q^-^ iqx C0S2/-h 2y, C0S4^H- 2(7,0086/ 4-. . .) =^0> 



que nous rencontrerons bientdt dans les belles recherches de M. Hill sur la 
Lune : il n'en est plus de meme pour ce qui suit. 

3. Ditermination de h. Mithode de M. Lindstedt. — Substituons, dans 
Tequation (a), Texpression (6), dont nous avons demontre a la fois Texistence 
et la convergence; nous trouverons 

V [7'— {h -+-2l)*]Yl/C0S((»'H-ld) 4-7iy' Tn/C0S[fV-4- (l-M)9] 

-+-7i2)^/C0S[fVH- (1 — l)^]z=o, • 

ou bien, en changeant i en i — i et en < + i dans les deux derniers termes, 
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Cette equation sera verifiee identiquement, si nous astreignons les yj/ a veri- 
fier les echelles generates de relation 

('2) [(/'-+- 21)'— 7*]^/ —'lA-^i^X -+-Y)i-i), 

Faisons 
(i4) M,=:,-^^ 5;^^ -,, M_,=i-r ^i^ -• 

(/i -f- 21)*— 7* (h—-2iy—f/^' 

M/et M_, seront petits a cause du facteury,, et tendrontvers zero quand e croitra 
indefiniment, a cause du diviseur 4«^- La relation (12) donnera 

TQ/=M/(tQ/-,-+-TQ/^,), 

d'oii 

(i5) ^' " ^'• 



^'- i-M,'^'"^ 






d'oii, en changeant 1 eni -+- 1, 1 4- 2, ..., et remplagant chaque fois -^^> -^^, 
par leurs valeurs deduites de la meme formule, 

(16) ""^ ^' 



Tn/-i ^ M/M/+, 



I — . 



(•7) 



On aura de meme, en partant de (i3), 



''-'^' . - M_, ^-'-' 



> 



(18) '^-' ^-' 



TQ-/-4-I M_/M_/_, 



I — . 



Les fractions continues (16) et (18) convergeront rapidement, parce que 
M/M,-^,, M/^.,M,^.2» • • •» M_/]ML/-|, . . . contiennent yj en facteur. On aura, en par- 
ticulier, 



('9) 



TQo MjM, 



(20) 



I — 

I — . 



Yjo M_,M_, 



M_, M_, 

I 



I — . 
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La relation (12) donne, d*ailleurs, 

T^oC^' — 7*)=^7l(^l-^-^-t)• 
En portant dans cette relation les expressions (19) et (20) de yj, et r].,, et rem- 
placant en mSme temps les M, par leurs valeurs (i4)> on trouve, pour determi 
ner A en fonction de q eiq^, cette equation transcendante 



q^—h}^ 



(O 



i 



\ 



7? 



^»— (/i-+-2)* 



I — 



g\ 



[<y._(/i^2).][9._(A + 4)«] 



I — 



i\ 



I . 



7? 



7*— (A — a)« 



I — 



7? 



[^._(A-3)«][9»-(A-4)'] 



I — 



-7? 



[y'-(A-4)'][7'-(A-6)'] 

I . 



Le second membre de cette equation ne change pas quand on remplace h par 
— A; de sorte que, quand on prendra les reduites correspondantes des deux 
fractions continues, on aura, pour determiner A, des equations algebriques qui 
ne contiendront que des puissances paires de Tinconnue. La convergence des 
fractions continues precedentes a ete examinee completement par M. Bruns 
(Astron. Nachr., i. CVI, n*> 2533). 

Nous allons developper les resultats generaux qui precedent, en supposant 
7i petit; si nous consentons a negliger seulement q% Tequation (c) pourra 
s'ecrire 



q*—h* = 



«7? ( , . 



[y'-(A + a)'][^'-{A + 4)*]) 

W 

7*-(A-a)*J'^[^»-(A-a)'][y«-(A-4)'] 



9? 



I + 



ou bien, en effectuant les calculs, 



q* — A'= a^J 



9» — A»— 4 



(ai) 



(yt_^._4)._,6^, 

a4)-hy»(3A*-+-ia8A»-t-i44)— A*— io4A*— 656A*-a56 



.^♦-7*(3A» 



[(^•— A«— 4)»— i6A']« [{^«— A'— 16)»— 64A«] 



Cette equation se prete tres facilement aux approximations successives. On 



8 



CHAPITRE I. 



peut d'abord negliger la deuxieme partie du second nicmbre et remplacer, dans 
la premiere, A^ par y^, ce qui donne 

(22) y«_A«:=_-^^l_^^, h^^q^-^ ^> 



On peut maintenant remplacer A^, dans le lerme en q\ de I'equation (21), 
par q^, et par la valeur (22) dans le ternie en q] ; il vient ainsi 

4- ^' 



,_,,___ , 2(1 — 7') ^ 1 4- 27* 

^ '^'76(1 c«^ 4^"^'32(i-7')'(4-y') 

^ ^ ^ I — 7« 

~ 2(1 — 7«) '"^^ 16(1 — 7«)' ^132(1— 7«)«(4 — 7*)' 

d'oii 
On en conclut, par la formulc du binome et avec la meme approximation. 

Telle est la tbrmule qui nous permettra de calculer A dans les applications. 
On peut ecrire aussi 



cos 



/ r nU i57* -357« 4-8 , 1 



d'oii, par la serie de Taylor, 

C0SA7r= I — 5 -^ r-; -4- . . . COS7- 

, 2, . L 327«(i-7«)« J 

(23) < 

47(1 — 7) ^47'(> — 7 ) (4 — 7 ) J 

Cettc equation a ete employee par M. Adams, comme nous le verrons plus loin. 

4. Calcul des coefficients 7^1. — Nous allons efTectuer ce calcul en negli- 



( * ) Le terme suivant dans le crochet est 

^^ a5676(i~-7»)»(4 — 7*)*(9-7') 



INTRODUCTION. <) 

geant q\, Les formules (19) et (20) donnent d'ahord 



5i=:M,(i-HMtM,). — =^M_,(i4-M-,M_,) 

^0 f\y} 



On a, d'ailleurs. 



^*-» -/A_o\i_^* TTt :^t — - TT, — -:-+-7 



M — ^' — ^» 

* -(A-4.4)'-7'~ 8(2-4-7)' 

M — 7i — 7i 

'"(A-4)'-7*~ 8(2-7)' 

II en resulte, apres quelques reductions, 

Yh _ 7t s 7^-h47*-^ '^7-^'<> 

•no 4(n-7) '287(n-7)=»(^-4-7)(i— 7)' 

YKi qx _ , 7^— 47*-^'''>7 — '^ 

tiu ■ 4(1 -q) ^' i287(i-7)>(2-7)(i-+-7)' 



On a ensuite 






d'oii, en remplagant r],, yj.,, Ma et M.^ par leiirs valeurs precedentes, 

f)i _ q\ -n.t __ 7? 



yjo 32(i4-7)(24-7) Y)o 3'2(i — 7)(2 — 7) 

On a enfin 

^ — M — 7i _ 7i 

■n, ~ ' -(74-6)«-7*- 12(3-4-7)' 

T^-»__iLr _ 7i __ 7i 



in-j 



"-'-(7 — 6)«-v' 12(3-?)' 



t), g\ fl-j 7? 

Y),~ 384(1+7) (2 + 7) (3 + 9)' r), 384(i-7)(2-?)(3-9)' 

En tenant compte de tous ces resultats, Tintegrale generate (b) de I'equa- 
T. - 111. 2 
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lion (a) peut s'ecrire ainsi 



I .r 

— zz: COStV 



{e) i 



77-"^^ : —7? -Q-^7 ^^^7 ^-^7 T -+-••• COS(iV-4-0) 

+ r_li___^3 7^-47^ -M57-16 ] ^Qs(,,.__9x 

L32(l4-7)(2-h7) J 

-+- T— ^7- -+-... COS(lV— 9.9) 

I 32(i-7)(2-7) J 

-'- 5-0-77 n^ 77^ 7 4-. . . cos(»v-4- 36) 

I 384(14- 7) (2 4-7) (3 -f- 7) J 

■+- J^JTT TT^^^ rn ^ -^. . . cos(cv — 3 9) 

L384(i-7)(2-7)('^ — 7) J 



On pourra consulter avec fruit un Memoire de M. Poincare (Bulletin astrono- 
mique, t. Ill, p. 67), dans IcqucI les formules {d) et (e) sont etablies par un 
precede entierement different. 

5. Int6gration de rdquation {a) avec second membre. — Nous conside- 
rons I'equation 

{a') -jj^ -i-^(7*H-2 7i cos2^) = \V, 

oil Ton a 

(24) Wizi^H/COSd/, e, = iit-\-h,, 

Hi, li et bi designant des constantes donnees. Posons 

=:cosA/-4- \-rr^ — ^ — •• • cos(/i^-i-9)-f- rr^ — 7— • • cos(/if — 9)-i-..., 
U(i-+-7) J L4(i--7) J 



^1 = 

(25) ^ 



J7, et x^ seront deux solutions particulieres de Tequation (a) verifiant done 
identiquement les relations 

— -4-^i(7«-f-27iC0S20 = O, 
-^ 4-^,(7«-h27iC0S2 = O, 
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d'oii Ton conclut 

c designant une constante. L'int^grale generate (e) de Inequation (a) pourra 
etre mise sous la forme 

{28) X -- C|J:i-4- Cjvr,. 

Nous conserverons la meme forme pour representer Tintegrale generate de 
Tequation (a'), mais C, et C, seront des fonctions de / qu'il s'agit d'obtenir. 
Nous n*aurons qu*a suivre la melhode generale de la variation des constantes 
arbitraires; nous astreindrons d*abord C, et C^ a verifier les relations 

/ V dCi dC^ 

('i9) •'•»-5r-^^«-5r^^^ 

nous aurons ensuite 

« . rf*.r ^ cPxi d^Xf dxi dCi dx^ dC^ 

^^""^ -dF^^'-di^-^^'-di^'^'dr'dr^'dr'dr' 

Substituons les expressions (28) et (3o) dans Tequation (a') et tenons compte 
des relations (26); nous trouverons 

^ ^ dt dt dt dt 

Les formules (29) et (3i) donneront, en ayant egard a la condition (27), 

'di:-~c^'' IT- c^^-^'^ 

d'oii, en designant par oC^ et SC, les variations de C, et C^, tenant a la presence 
de W, 

La formule (28) donnera, pour la correction ^x de I'expression (e), 

ix =■ Xi 3C| -+- J?j 3Cj , 

ou bien 

ix=z -(xt jyfxidt — Xi jWxtdn. 
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11 est possible de mettre celte expression sous une forme qui facilite les cal- 
culs; designons, en effet, par^', etx'^ ce que deviennent x^ et x^ quand on y 
remplace t par t'; nous pourrons ecrire 

(32) dx=z^l rW{Xix'^'-x^a:\)dt] , 

en convenant de regarder dans Tintegration t comme une constante et faisant 
t = t une fois I'integration efTectuee. 

Nous allons calculer ox en negligeant q^^ ; les divers termes dont se compose W 
seront toujours petits dans les applications, et Tapproximation ainsi obtenue 
nous suffira; il sera d'ailleurs facile de la conduire plus loin si, dans une ques- 
tion speciale, on le juge necessaire. Nous pourrons done prendre 

JC^ = COSht-h -rr^ rCOSRA-l- 2)t]-h yr^ rC0S[(/i — 2)/ 1, 

4(1-4-7) ^' ■' 4(1 — 7) "-^ ^ 

jCi = sin ht-\- y—^ — r sin [(A-h 2) / ] -t- -r—^ — , sin [(A — 2) 1 1, 

a:\ = cosht'-h -rr- — : cos \Ui -h 2) /H h- j-j^ — - cos [(/i — a) V\ 

* 4(1-4-7) 4(1 — 7) 

x;= sin ht'-^ yj^' - sin [(A 4- 2) /'] -4- tA^—, sin [(A - 2) /']. 

* 4(1 -+-7) 4(1 — 7) 

Nous en deduirons aisement 

(33) czzzxx -T^ — -^j-y-^ — A -h. . .=17-^ des termes en 7J, 

XiX\ — x^x\ =z sin A(/ — t') -h jj^ — r I sin [(A -h 2) / — hi'] -^ sin [A/ — (A -+- 2) t']\ 

4 V 1 • 7/ 

-r7^Zr\ 1 ^'^^ t(^ — 2)t — ht'] H- sin [A/ _ (A - 2) ^'] j . 

II faudra multiplier cette derniere quantite par Texpression (24) de W. Un 
terme quelconque du produit — W(x^x^ — ^a^',) sera de la forme 

— H/ sin [(A -hj) t - (A -f-y') t'] cos(/// -h bt) 

^-^H/sin[(A-^y-h/,)>-(A+/)^'-+-^i] 

en integrant, on trouvera 

cos [(A+y + /<)/- (A +/) <'+ fc,] „ cos [(A 4-y - /,) t - (h +/) /'- fc,] 
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Quand on fait t' = l, cctte expression devient 



i3 



jj C0S[(y-/)<-4-^/] ^^j 



■^0.] , „ COS [(7-/)/ -5,] 



2(/j-^y-/,) 



On devra ensuile donner ay eif les valeurs 



y = o, y'=o; y=2, y— o; y==o, j'—^; 

y=— 2, /'=^0; y = 0, /':=— 2. 

On trouvera ainsi sans peine, en ayant egard aux formules (32) et (33), 

^q ^ \\g~^ii q — ii) 

+ TT^\ i '■ J- + — ^■)cos(9, + e) 

4(1 + 7)1 \7-+-3 + // q — lij 

(/) { +( ! r + -^\cos{Q,-B)\ 

\ \7-4-2 — /, q-^lij J 

+ (pr^ + ^-;:T;)c«s(9,-9)]j. 

On voit que, si Ton neglige q], cliacun des termes H,cosO, de W en produil 
trois dans So:, avec les arguments 0,, 0,ifc 0; si Ton gardait les termes en yj, on 
aurait les nouveaux arguments 0/db 2O. 

L'integrale generate de I'equation (a') sera la somme x-^-^x des expres- 
sions (e) et (/). 

Dans les applications a TAstronomie, nous rencontrerons I'equation (a') 
sous une forme un peu differente, savoir 

(A) -^ H-a:[Q'-4-2acos{Xi^4-(3)] 1= > A/COsC/./i' -h (3/) =z ^ A/Cos^/. 

On passera de Tune a Fautre en posant 

Nous ferons en meme temps h= r [x, et nous trouverons sans peine que l'in- 
tegrale generale de I'equation (A) s'obtient en posant 

(B) ! _ r «« , 2X^~35X«Q«-i-6oQ* "I 
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et 

I 



X rs: TQoCOSH'H- -jYJo TT T:r COS ( ^»^ H- >. ^' -+- (3) H" 5— — 7rC0S(tV — Xl' — (3) 



(^ 



-^^±^_^Q^COS{.V-2X.-2|3)] 



(C) 



— pr 7, I Tz ^ -+- 7T — I A, COS ^i 

I 

r:^ ( Qii^ + q:^)-)] A. cos (a, + X . -+- ? ) 



aXQ 



2i[ x + aQVQ + X-X, "^Q + X, 



-^-x 



— — ri ( 7^ \ \- -i- TT—^ I A/COS(&/ — Xi' — (3) 



Les termes non ecrits dans la derniere partie contiennent en facteur a% a*, . . . 

et les arguments &/ it: 2( A (^ -+- p), &, zh 3(X('-f- P), On pourra consulter, 

pour plus de details, la page 7 de mon Memoire Sur une equation differen- 
tielle, etc. (Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. II). 

6. En terminantceChapitre, nous croyons utile de montrer comment on pour- 
rait developper la fonction paire/(^) du n** 2 suivant les puissances de y, ; on 
en deduira un autre procede pour obtenir la quantite/(7r), qui joue un role im- 
portant, comme on Fa vu ci-dessus. 

Nous ferons 

(34) j: = XoH-7iXj-l-^}X,-h. . .; 

en substituant dans {a) et egalant a zero les coefficients des diverses puissances 
de y,, on trouvera 

-^ -h^*Xo — O, —jp^ 4-^*X, -4-2X,C0S2/= o, 
-j^ -4-^*X|H-2XoCOS2/ = O, -jp^ -+-^*X4-+-2X, C0S2/=iO, 
-^-5- -+-^*X|H- 2X|C0S2/z^ O, 
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Nous prenons comme integrale do la premiere de ces equations 

Xo = COSqt, 

II suflira de trouver des integrates particulieres des equations suivantes, et 
Ton pourra negliger les termes en cosqt parce que le coefficient de cosqt dans x 
est suppose egal a i ; on trouve d*abord 

--y' * 4- 7'\i -hcos(7 4- 2)/ -h cos(9r — 2) 1 = 0. 
On en deduit sans peine 

,«., V _cos(7-+-2)/ cos(7 — a)/ 

( JD I Ai 7- -f- 7-r ; • 

^ ' 4(1 + '/) 4(1-7) 

[/equation diflerentielle relative a X, devient alors 

^ 4- 7'X. -I- '^^.^^ ^\^' + i-L. cosy. + ^^f^l - \^' ^ o. 

On voitainsi s*introduireun terme en cosqt^ qui fera sortir^ dans X,, le temps 
des signes sinus et cosinus. On obtient facilement 

Mfi^ X _ cos(7-4-4)^ cos(7 — 4)^ t sin gt 

^^^' «- 32(1 -^ 7) (a -^ 7) "^32(1 -7) (a -7) ^q(i-q^V 

On trouve ensuite 

rf*X» ,« cos(7 4- 6) t cos(7 -h 2) / 

-^^ -+- 7 X,H- 3a(,_^.^)(2^^) -^- 3a(i4-7)(2H-7) 

cos(7 — a) / cos(7 — 6) / 



3a(i — 7)(a — 7) 3a(i — 7)(a~7) 

/sin (7 -4-a)/ /sin (7 — a)/ 



d'oii 



^ cos(7 -4-6) t 7*4- 47* -4- 107 -h 16 

'"384(1 + 7) (2-^7) (3-^7) i287(i-7«)(i4-7)«(2-+-7)''''^^'^^'*^' 

F y»--47»-h 157 — 16 _ cos(7 — 6) / 

(^7) { - ,287(i-7*)(i-7)M2-7)'''''^^~''^ '^384(i-7)(^-^)(3~7) 

/9in(7-h a) / /sin(7 — .a)< 

~ 167(1 — 7«)(i-+-7) ~ '67(1 — 7*)(» — 7)* 
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On trouve ensuite, apres reduction. 






7'X. 



Q.OS(q -\- %)t 



2 <7* -i- 1 1 7^-h t\Oq^-*r 91 y -+- 7a 



384(i-h^)(2-h^y)(3-+-7) i9'^q{i-q^){i-^qY{'i-^q){^-^g) 



cos(q -+- 4) ^ 



2/7*— I I ^7' -4- 407* — 917 -h 72 



C0S(7 — 4) ^ H- 



cos(7 — 8) / 



i92y(i-<7«)(i-7)M2-7)(^-7)™'' "'' ' 384(1-7) (2 — ^) (3—^) 

/sin(7H-4U ts'inq t ts\n(q — f\)l 137*— 25 

~i67(i-~7«)(i-+-7) 87(i-7*)« i6q{t-q^)(i^q) 32(i-7«)»(4 — ^•) ^ 



= 0, 



et il en resulte 



X4=: 



cos(7 -h 8) ^ 



7^ 



77*-l- 327*-!- 747 4-54 



6i44(n-7)(2-H7)(3-i-7)(4-H7) 7687(i-7*)(>-^^)*(2 4-7)M3-+-7) 



cos(g -4-4)^ 



7*— 77' -f- 327*— 747 -h54 



cos(7 — 4) ^-^ 



cos(7 — 8) / 



(38) 



-7687(i-7')(i-7)'(2-7)«(3~7)^"''^'' ^'^ ' 6i44(i - 7) (2-^) (^ — ^) (4— ^) 

<sin(7 -+- 4) ^ /sin (7 — 4)^ 

"■ 1287(1 — 7») (I -+-7) (2 -h 7) ~ 1287(1 — 7-) (I — 7) (2 — 7) 

157*— 357*-!- 8 . /'cos 7/ 

"^ 647»(i - 7*)' (4 - 7«) ^^^"^^ ~ 327«(i-7^)«* 

L'expression cherclieepourirsededuitmaintenantdesformules(34)» ...,(38). 
Si Ton donne a x dans cette expression les valeurs o et u, on trouve les re- 
sultats 

^ _ 7i 7'-i-2 , 7®-h 127*— 1437' -f- 226 , 

^0-'+ 2(1-7')"^ i6(i-7*)U-7')^*'^3'Ui-7«)M4-7*)(9-7')'^' 
__ 37*0 — 337^ 4- 1097^ — 5o437» -+- 4 '9887' — 54304 ^ 
io24(i- 7')' (4 - 7*)' (9 - 7*) ( »^ - 7') '^^ 

g,^cos7Tr[go- 3^^>(f^^^,j> 7?+-] 

r_ __q} 7? i57^-357«-i-8 , 

647(,-7«)«(4-7')^* J* 

On en deduit, en divisant la seconde expression par la premiere et reduisant. 



/(TT) .. I := cos<77r [. - 3^^j^,^i 7} - • • •] 



i57*— 35y'-(-8 



c'est la formule (23). 



^^?t 



1. 

• • • I > 



Avec le mode de calcul qui precede, le temps sort des signes sinus et cosinus; 
IMntroduction d'une fonction convenable de y et y<, dans A, sous les signes 
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sinus ot oosiniis, a pivrisemont pour ohjot de romedier a cot inconvenient. On 
pent remarquer que, pour rectifier le developpement, il suffit d'effacer les 
(ermes contenant les puissances de / et de remplacer qt par Targument lit. 

J'ai examine ailleurs (^Bulletin astronomique, I. IX, p. loG) ce qui arrive lors- 
que q est egal a un nombre entier, auquel cas les formules precedentes toinbent 
en defaut, a cause des diviseurs q — i, q — 3, . . . , dont Tun s'annule alors; j'ai 
demontre que, pour q = dt i ei q =± i, s\ 7, est assez petit, la valeur de h est 
imaginaire, de sorte qu*il s'introduit dans la solution, en dehors des signes 
sinus et cosinus, des exponentielles reelles; pour les autres valeurs entieres 
de q, h est reel. 

Je donnerai, en terininant, laliste de quelques travaux se rapportant a I'equa- 
tion (A) : 

Lagrange. — (lEuvres, t. I, p. 586. 

D*Ai.EMBKRT. — OpusculeSy t. V, p. 336. 

E. Mathieu. — Journal de Liouville, 1868. 

Heine. — Handhuch der Kugelfunctioneny I. 1, p. ^o^. 

LixDSTEDT. — Memoires de I* Academie de Sainl'Petersboitrg, t. WI, n" 4- 

(lYLDftN. — Divers Memoires, 

Brdns. — Astron. Nachr,, n''* S!533 et 2553; i883. 

Callandreau. — Astron. Nachr,y n" 254". 

LiNDEXANX. — Mathentatische Annalen, t. XXII, p. 117. 

Stieltjes. — Astron. Nachr., n*** 2601 el 2609. 

PoiNCARfi. — Comptes rendtts, I. CVIII, p. 21. 

Harzer. — Astron. Nachr., n"* 285o et 285 1. 

Nous appellerons desormais Tequation (a) equation de Gylden-Lindstedt. 
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CHAPITRE If. 

INTRODUCTION. - EQUATION I)E M. HILL. 



7. istude de r6quation 

fit r 
(a) -yY -f- .1(7--+- :^7, COS'?/ 4- 27, cos 4/ -h. . .) = "• 



Si nous posons 



r--. VJyf K 



nous pouvons rrrin* 



— « 



Nous avons vu, dans lo Chapitre precedent, que Tintegralo generate de cette 
equation pcut etre mise sous la formo 



/ 



(I) ^v-.^hj:,^- 

On en lire 



En portant ces valeurs de .r et de -^ dans I'equation (ft), on trouve 



dt 

-4- ao 



d'ou la relation generale 
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*9 



qui donne, une fois developpee, 



ou bien 



- ^^y-27i— ^y-i7i-+- [y]^y— ^y-+-iVi— f^j^i^/i — 



— o, 



en faisanl, pour abreger, 



(2) 



(f^-i-'v)*-7*=[y]- 



Si I'on donne ay les valeurs . . ., — 2, —1,0, -+- 1, -h 2, . . ., il vient 



(3) 



.. ^[-2]b. 


-J 7i^-i 


72 ^0 73 ^1 74 ^2 • • • o» 


7,/>_2 


-+-[-!] 6. 


1 7i^o 7i^i 73^2 <^» 


. . . — 73^>_2 


— y,/>_i 


-+- [o]6o— 7,6, — r/j/^j — ... 0, 


73^-^ 


— 7»^ 1 


7i^o H- [i]^i 7i^^« ^» 


. .. —74^-, 


78 6.., 


— 7j6o —7,6, -h[2]6j — 0, 



Les calculs du Chapitre precedent, qui se rapportent au cas de q^ = o, 
y^ = o, ..., donnent a penser que 6^^^ decroit rapidement quand i augmente. 
S'il en est ainsi, et si Ton pent negliger 63 et b_^, les equations (5) se reduisent 
a cinq equations homogenes et du premier degre, contenant les cinq inconnues 
*-2> b. ,, 6„, b^, b^' L'elimination de ces inconnues donnera 



(4) 



[—2] —7, — 7j —7, 



74 



7i 


[-t] 


7i 


-7* 


73 


7i 


7i 


[0] 


7i 


7i 


73 


72 


7i 


[i] 


7i 


7i 


73 


72 


7i 


['^1 



=10 = ^5. 



Les elements de ce determinant sont des fonctions de quantites connues, 
les qi, et de [x qui figure dans les quantites [— 2], ..., [2], d'apres la rela- 
tion (2). L'equation (4) est du dixieme degre en [Ji. Les equations (3) donne- 

^-t ^-j^ ^^ gj bi 
bo bf. bo 



ront les rapports ^> -^-> ^^ et —• Si Ton conservait 64 et b_^, on aurait, pour 



determiner (x, une equation du quatorzieme degre, obtenue en egalant a zero un 
determinant de sept lignes et de sept colonnes. En continuant ainsi, on tendra 
vers un determinant ayant un nombre infini d'elements. 

8. La convergence d'un tel determinant a ete examinee par M. Poincare (Bui- 
leAin de la Socieie mathematique , t. XIV, p. 77-90). II faudrait, pour la rigueur 
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absolue, faire intervenir le Meinoire precedent; nous nous bornerons a y ren- 
voyer le lecteur. 

Soit0(jx) = o I'equation transcendante obtenue en egalant a zero le deter- 
minant limite. On pent pressentir certaines proprietcs des racines de cette equa- 
tion en supposant q^zz^ q.,= . , ,-— o. Dans ce cas, le determinant se reduit a sa 



diagonale 



... [-2][-l][o][l][2j..., 



et Tequation 0(jx) = o devient 



ses raeines sont 

... ±('|-HV), ±(4 — 7), =b (•.>.-+- 7 j, dz(2-7), dzy; ...; 

elles sont egales deux a deux et de signes contraires. Les racines de 0((i.) = o 
differeront peu des precedentes si les quantites 71 , ya, . . . sont tres petites. Prou- 
vons qu'elles sont aussi, deux a deux, egales et de signes contraires; il en est 

meme ainsi de toutes les equations A3 = o, A^ = o, En effet, si Ton change 

[JL en — [ji, [— 2] el [— i] se changent respectivement en [2] et [1], et inverse- 
ment, et le determinant (4) conserve la meme valeur au signe pres. 

D'apres les conclusions du Chapitre precedent, ['equation 0([x) = o doit etre 
de la forme 



(5) 



COSft7r=:/(7r, 7, yi,7j, ...). 



On voit que ses racines sont bien egales et de signes contraires. Si (jl est unc 
racine de I'equation (5), [jl 4- 2 en est une autre. II en est bien de meme pour 
['equation limite 0(u.) = 0. Considerons, par exemple, A5, et soit AJ ce qu'il 
devient quand on change [jl en [x-h2, ce qui remplace [— 2], ..., [2] par 
[— i), .. ., [3]. On aura 



Ai=. 



[-.J 


— 7i 


— 7i 


73 


7v 


7i 


[oj 


7i 


72 


73 


72 


- 7i 


['] 


7i 


72 


73 


72 


7i 


hi 


7i 


74 


73 


7s 


7i 


[3] 



On voit que, si dans A3 et A^ on supprime une ligne et une colonne, comme 
on I'a indique par des traits, on obtient le meme determinant. Or, en admettant 
la convergence, la soustraction indiquee produit un effet qui tend vers zero, 

lorsqu'au lieu de A5 on considere A^, A^, Ainsi done, si [jl est racine, il en 

est de meme de [x±2, [x=ii/|, Soit jjlo Tune des racines; Tequation (5) 
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pourra s ecnre 

(6) 

On peut faire 



cos /jit: — rosfXyT: = o, 



C0S/JL7:=: 



lim ( 1 — ( 1 .77- • • • ' — / ; 



e;,(fz)=ilim 



— 7i 



pour /i 
-7« 



oc, 



• • • • 



• ■ • 



— V« 



— V'l-i — y« 



2« 



» -r.2 



(a-h'i/0*-7 



— .limA,,^.,, pour /:=roc. 



Les equations etant du incme degre, ayant des racines egales deux a deux, ou, 
du nioins, dont la difference tend vers zero, leurs premiers mcmbres doivent 
avoir un rapport ¥„ independant de [jl. On aura done 



cos /jit: — cos/jLoTu =1 limF;, 



(fX— iw)*— 7* — 7l 



7i 



-^1 



• • • • 



— 7/1 



— 7/I-I — 7/*-J ••• (fx-ha/i)'— 7* 



En faisant a = o, il vient 



(7) 



I — cos/XyT: = limF„ 



(2/0* — 7« — 7i 

— ry, (2/^ — 2)»— 7« 



-7« 



— 7/»-i 



— qn^x 

{iny — q^ 



Si Ton suppose y, = 7^ = . . . = o, Tequation (a) sc reduit a 



d'oii 



on a done 






x = b,Y.^'^-'=ib,K^; 



^, =: 6j = . . . — ^_i = 6_j = . . . ^z o, |JL = |JLy =: </, 



On peut done faire, dans I'equation (7), 



d'oii 



fAo=7> 7i = 7i — ^o; 



I — cos^TT = limF„ 



(2/i)»— 7« 

o (2/1 



o 

3)« 



-2)«-7« 



o 
o 



o 



o 



(8) 



I — cos77r = lim F„[(2/i)' — 7'] [(.2/1 — 2)' — 7*] 



..[(2«)«-7*] 
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Si Ton divise (7) par (8), et quo Ton divise par n^ — q^ la premiere ligne, 
par (n — '2y — q'^ la seconde ligiie du determinant qui figure dans la Ibr- 
niule (7), il viendra 






Sin' -f/ 
2 ' 



_ liin 



7: 



{■in --•2)' — 7 



( :< // f - 7^ 



._//' 


— 7s 


('>/o'- 7- 


1 '.4 /* j - — 7* 


1 


."::/'__. . 




i«/' -'.i)- — q- 


7« ' 


7i/ -i 


^ -A // )^ - 7^ 


(•>./<}*— 7- 



y* 



(^■4/# )* — 7' 



y« -I 



(J// — 2)* — 7= 



ou bien, en inctlant en evidence les parties centrales du determinant, 



(c) 



• 5^ 



SU)'- 7 
2 ' 



• ■ • 



I • • • 



-+- 1 


4^-7^ 


7t 
V-7^ 


7a 
4* -7* 


''/ 


4« - 7« 


yl 


-HI 


7i 
a''— 7* 


7? 
a> 7* 


'h 


•2' 7* 


2* (/* 


7. 


7i 
0^-7^- 


-h 1 


(>*— 7* 


75 


o» 7- 


0* — 7* 


7i 

.4* — 7- 


7« 
•2^ 7» 


7i 
•2* 7- 


H- I 


7i 




7' 

4^-7^' 


7« 
4* - 7' 


7i 
4*- 7^ 


4- 1 



. ==A. 



II ne reste plus qu'a ordonner suivant les puissances des petites quantites 
q^, q., ... ce determinant, dans lequel tons les elements de la diagonale sonl 



egaux a -H I. 



Designons Tun quelc()n(|ue des elen)ents par a,j, 1 etant un entier positifnul 
ou negatif qui represente le rang d'une ligne horizontale au-dessous ou au- 
dessus de la ligne mediane du Tableau (c); y representera de memo le ran}< 
(rune colonne verticale, a droite ou a gauche de la colonne mediane. On voit 
immediatement que Ton aura 



(9) 



) 



_ 7i-y 



[i\-^(^^n'-q\ 



<'/,/ — -H »• 



Les elements de la diagonale seront done 



..., a..2^_2, e/_j^_i, ^/y,u> *'l,l> ^'j.! 



f • • • • 



INTRODUCTION. ^3 

Consiflerons, en particiilier, dans cotte diajijonale les termes 

En permutant les premiers indices deux a deux de toutes les manieres pos- 
sibles, et prenant les divers r6sultats avec le signe -h ou le signe — suivant 
que le nombre des permutations est pair ou impair, on aura les divers termes 
du determinant. 

Le terme principal de A est h- i ; les termes deduits des permutations des 
deux indices contiendront les produits de deux des quantites y,, y^, . . . ; il en 
entrera trois dans les permutations de trois indices, etc. Les quantites 9, , 9?, . . . 
etant supposees tres petites, on comprend qu'on pourra s'arreter assez promp- 
tement dans ces operations. 

9. Permutations de deux indices. — Distinguons dans la diagonale deux 
termes quelconques, en ecrivant 

permutons les premiers indices; le terme deviendra 

ou bien, en vertu de la premiere des relations (9), 



On aura done, en designant par (II) la portion de A qui provient des permuta- 
tions de deux indices. 



On pent poser 
ce qui donne 



<"'=-22,-,!lM- 



/, =: 1*0 -+- A-, A->0, 



/. = -+-06 it =■-♦-• 



ou bien 



(M) iU)=-,i^^^-^-^-,\^^^A-^^-...-,ij;^^^ 



^j 



• • • • 



On pent obtenir des valeurs simples des coefficients de q% q] On a, en 
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effot, en so roportant a la signification (9) do [/©] ot do [io-h k] et posant 

Or la decomposition dcs fractions rationnellcs donno 

I A H IJ A 



oil Ton a fait 



\ = - -.-r-\—r- ^ B — - 



20A('A0 — k) 2O k(20-h k) 

On a d'ailleurs, par uno formule connuo, 

'« '* '« 'o 

oil /o varic de — oo a -h oc. La formule (12) donnera done 

, ^ TT col - 7 

En portant dans I'expression (i i), il vient ensuito 



(i3) 



TT col - q 






Nous representerons par (I) ie terme principal de A, ce qui nous donnera 
10. Permutations de trois indices. — Soient les trois tcrmes de la diagonale 



• ^ • 



'^/o./o* ^«-..'t' ^',./,' '0 < ^1 < ^i ; 

nous devons permuter les premiers indices io. /,, «2 ^le fagon que tous changent 
de place; nous n'aurons que les deux permutations 

• • • • • • 

'1* ^i9 '0 » '2» 'o« 'l« 

qui resultent d'un nombre pair d'echanges de deux lettres. Les termes corres- 
pondants doivent done etre affectes du signe 4-, ce qui nous donnera 

^ n n ^n n n — 7/. - /q U't- ' . 7',- /< 7if - i. l',- h 7i,- *i , 
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On aura done, en designant par (III) la portion de A qui provient des permuta- 
tions de trois indices, 

*• 'l 'i 

On peut poser 
k et k' designant des enliers positifs differents de o; il viendra 

/.= -+- «o A =: -I- « A' =: -♦- • 

(III) =-2 2 2 2 kji'o+^Ik+ah-a']- 

Si nous attribuons a ^ et ^' les solutions X:=i, ^-'=I; X* = i, A' =2; 
^ = 2, ^' = I ; ^ = I , X:' = 3 ; ^ = 2, ^ = 2 ; ... des equations 

A--+-A'=2, A'H-A'=:3, X:h-A'=4, 

nous trouverons 

UiU- ^^V[/,J[/,4-,][/,+ 2]^[lo][/o4-lJ[£o+3] ^[/o]Uo+2]L'o^-3]>' 

— « 



Si Ton considere les quantites qi comme petites et d'un ordre marque par 
rindice 1, on peut se borner a la premiere ligne de Texpression precedente, en 
ncgligeant seulement le huitieme ordre. On trouve ensuite aisement, en ope- 
rant comme plus haut, 

et il en resulte 

^ I J 37*— 3 TT 

^ I I 3(7 '— 7 TT 

^ [''o] ['0+ 2J ['0-4- 3] - ~ 76 7(7^-0 (7^-4) (7^-9) "" 2 '^' 

(IIi)=:7rcol-7 3— Vttt r; ~^" 7 — ;^ ^vtt ^^"ir; r:7i7«73r 

' 2 ' [87(1 — 7-)(4--7*) 47(i-7')(4 — 7')(9 — 7') J 

T. - III. 4 
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Nous nous bornerons a cos indications, renvoyant, pour le developpement 
complet du determinant, au beau Memoirc de M. Hill, On the Part of the lunar 
Perigee,.. {Acta mathematical t. VIII). C'est la reproduction, avec quelques 
additions, d'un Memoire public a Cambridge (Etats-Unis) en 1877. 

11. II nous reste a donner quelques indications sur la maniere d'eliminer Ics 
quantites hi des equations (3) : deux quelconques de ces equations peuvent 



s'ecrirc 



VJ\^j^^. ^i^Ij-i^=^^* ' =y 6lant excepte dans le X> 



[v]^v— 2 ^7v-/=<>' 



I = V 



d'oii, en mullipliant ces equations respectivement par 4- i et ~ y^;?*) de fagon 
a eliminer 6v» 

i ne doit prendre, dans cette formule, aucune des valeursy at v. On peut ecrire 
ce resultat sous la forme symbolique 

i 

On pourra de meme eliminer by, entre deux telles relations, et le resultat 
pourra etre mis sous la forme 

dans cette formule, on ne devra attribuer a i aucune des valeursy, v et v'. On 
peut continuer ainsi jusqu'a ce que tons les b ayant des valeurs sensibles aient 
ete elimines; il ne restera plus que Tequation 

d'oii, en supposant que Ton ait pris / = o, 

Cest Tequation qui determine (x, dont on peut calculer ainsi la valeur nume- 
rique sans faire usage du determinant A. Cela revient a eliminer successivement 
les quantites b^, au lieu de les chasser d'un coup. 
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CHAPITRE III. 



THtORIE DE LA LUNE DE NEWTON. 



12. Newton a fait le premier pas dans Tetude des mouvements de trois 
corps soumis a leurs attractions mutuelles. Ses tentatives, pour le cas general, 
ont abouti aux propositions LXVI a LXIX du premier Livre des Principes (Sec- 
tion XI), qui donnent plutot des indications que des conclusions precises sur 
les mouvements des corps. Voici deux des enonces : 

Proposition LXVI. — Trois corps s'attirent en raison inverse du carre de la dis- 
tance; les plus petits, P et S, tournent autour du plus grand, T. Je dis que le 
corps P, le plus voisin de T, decrira autour de ce dernier des aires qui appro- 
cheront plus d'etre proportionnelles au temps, et que I'orbite de P approchera 
plus d'une ellipse ayant T pour foyer, si le grand corps T est attire lui-meme 
par les deux autres, quo s'il etait en repos, ou soumis a des attractions suivant 
une loi differente. 

Proposition LXVII. — Le corps exterieur S decrit des aires plusproportionnelles 
au temps et une orbite plus voisine de la forme elliptique autour du centre de 
gravite des corps interieurs P et T qu'autour du plus interieur T. 

Sans suivre Newton dans ses demonstrations, nous croyons utile de repro- 
duire sa construction geometrique pour la decomposition de la force perturba- 
trice. 

Soit SN = ST (/ig. i) la moyenne distance des corps P et S; I'attraction de S 
sur P, a cette distance moyenne, pent etre representee par la longueur SN. 

Si Ton prend sur son prolongement un point L tel que 



(') 



SL __/s_Ny 

SN ~" VSP/ ' 
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SL represcntera I'attraction exercee par S surTunite de masse de P, a la dis- 
tance SP. La force SL peut cnsuite se decomposer en deux autres, LM et MS, 
LM etanl mene parallele fi PT. 

Si I'attraction de S sur Tunite de masse de T est representee par la lon- 
gueur ST, il faudra, dans la determination du mouvement relatif de P autour 

Fig. 1. 




de T, retrancher ST de SM. II restera done, on somme, trois forces agissant 
sur P : la force dirigee suivant PT, provenant de Taltraction de T, et inverse- 

ment proportionnelle a PT ; la force egale et parallele a LM, qui sera centrale 
comme la precedente, mais dont I'intensite sera beaucoup plus compliquee; 
enfin, une force egale et parallele a MT. 

Les deux premieres n'ontpasd'influence sur les aires decrites par le rayon PT; 
ces aires sont alterees seulement par la troisieme. C'est aussi cette derniere 
seule qui modifie Tinclinaison et le noeud de Torbite relative de P autour de T. 

Dans les vingt-deux corollaires de la proposition LXVI, Newton analyse les 
effets des forces precedentes au point de vue des derangements du corps P. Les 
considerations qui le guident sont d*une grande finesse, parfois difficiles a 
suivre, en raison de la concision du langage. 

Ces recherches, qui avaient pour but, non le calcul precis et detaille, mais 
Texplication simple des principales perturbations, ont ete developpees depuis, 
surtout dans la patrie de Newton. Nous renverrons le lecteur aux deux Ouvrages 
suivants : J. Herscuel, Outlines of Astronomy; — Airy, Gravitation^ an elemen- 
tary explanation of the principal perturbations in the solar system. 

Dans un beau Memoire, Theorie geometrique du mom^ement des aphelies des 
planetes, pour sen^ir d* addition aiuv Principes de Newton (OEuvres, t. V), Lagrange 
a donne une demonstration geometrique elegante des formules differentielles 
qu'il avait obtenues anterieurement par I'Analyse pour le mouvement des aphe- 
lies et les variations du grand axe et de Texcentricite. 

M. Lespiault \Theorie geometrique de la variation des elements des planetes 
(^Memoires de la Societe des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux; 1867)], 
en s'appuyant sur les Logons professees au College de France en i856, par 
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M. J. Bertrand, et s*aidant de la consideration des couples, a pu donner des 
demonstrations geometriques des formules relatives aux inclinaisons et aux 
longitudes des noeuds, et completer ainsi le Memoire de Lagrange. 

Dans le meme ordre d'idees, il faut citer encore un beau travail de Mobius : 
Variationiim quas elementa motiis perturbati planetarum subeunt nova et facilis 
evoluiio (Journal de Crelle, t. XXXII), et TOuvrage du meme geometre, Die Ele- 
mente der Mechanik des Himmels aufneuem Wege ohne Hulfe hoherer Rechnungs- 
arten. Leipsig; i843. (Voir aussi le tome IV des CEuvres completes de Mobius, 
publiees par Scheibner et Klein.) 

13. Les recherches de Newton et de ses successeurs dans la voie indiquee 
ci-dessus decoulent aujourd'hui tres simplement des formules qui expriment 
les derivees des elements elliptiques d'une planete en fonction des composantes 
de la force perturbatrice, suivant le rayon vecteur, la perpendiculaire au rayon 
vecteur dans le plan de Torbite, et la normale a ce plan. 

Si Ton se reporte aux pages 433 et 436 du Tome I de cet Ouvrage, et que Ton 
designe par a, n, e^ p, ^, 0, trr, e, m, r, cv, i/, Y le demi grand axe, le moyen 
mouvement, Texcentricite, le parametre, Tinclinaison, la longitude du nceud, 
celle du perihelie, celle de I'epoque, la masse, le rayon vecteur, Tanomalie 
vraie, Tanomalie excentrique, et enfin Targument de la latitude pour la planete 
troublee (P); par m' la masse de la planete troublante (S), la masso de T etant 
prise pour unite, les formules dont il s'agit sont 



da 9.ni' na^ /c • r^ P\ 

dt \-^ni J^^cx\ r ) 



v/ 

de ni' 



dt I -h m 



/irt-V^i — e* [S sini*' 4- T(cosm -+- cosiv)], 



— J - m na^ T/- 

dt 1 -h m 

do m' na __, .. 

, -r- = , W /• cos 1 . 

dB mJ na ._. . ^ 

smo-T- = -— _-^ Wr sin 1, 

^ dt I H- in J Y r* 

dxj^ ni' . , r r.^ «,/ r\.l . ^o dO 



e-r- = na 

dt I H- //I 



'V^< — e* — S cosw -hTf I H — j siniv -h 2esin*2 _ 



d£ 2 m' c. ^' ^^ I : . • 9 ^^ 

-7- = ./irtrS/H- ; ,- -+-2 VI — tf^sm*-^ -77, 

at 1 -\- m I 4- i/ 1 e* " ^ 2 dt 

n^a^z=z(, 

f/w'S, f/w'T et f/n'W designant les projections de la force perturbatrice sur les 
trois axes rectangulaires consideres plus haut (rayon vecteur, etc.). 
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Representons par.r',y, z' les coordonnees de la planete perturbatrice relati- 
vement a des axes paralleles menes par le centre du Soleil, par r^ son rayon 
vecteur et par A sa distance a la planete troublee, et nous aurons (t. I, p. 466) 



(^) 



^-"-••'(i-Tj)- 

1- — /'-h /•'*— 2/-jr'. 



Ce que dit Newton de la proportionnalite plus ou moins approch^e des aires aux 
temps decoule immediatement de la troisieme des formules (a). 

Ses remarques sur les variations de Tinclinaison et du nceud ne sont en 
quelque sorte qu'un commentaire, en langagc ordinaire, de la quatrieme et de 
la cinquieme des memes formules. 

14. Entrons, a ce sujet, dans quelques details : du point S comme centre 

Fig. 2. 



s 




(Jig. 2), avec ST comme rayon, decrivons un ccrcle qui coupe Torbite en deux 

points C et D, pour losquels on aura A — r'. 

TC 
Si le corps S est tres cloigne, de facon que le rapport ^i, ^^'t petit, les 

angles CTS et DTS seront tres voisins de 90"*, ot les positions C et D du corps P 
diffcreront peu de celles des quadratures. 
La troisieme des formules (a) donno 



— T- "^ na^ry' { -— ^ 



Quand P passe en C et D, le facteur ^ — ;?i chanj?e de signe; en A et B. il en 

est de meme pour I'autre facteur y. On en eonclut aisement que Taire decrite 
en un temps donne par le rayon vecteur PT re(;oit sa plusgrande augmentation 
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dans les syzygies, et sa plus forte diminulion dans les quadratures. C'est ce que 
Newloii montredireeleinentdanslecorollaire II de la proposition LXVI, en remar- 
quant que la composante de la force perturbatrice, qui est parallele a ST, est la 
seule a modifier les aires, et que, de C en A et de A en D, cette composante est 
dirigee vers la gauche de la figure, landis que, pour I'autre moitie de I'orbite, 
ellc est dirigee vers la droite. Si on la decompose en deux forces. Tune dirigee 
vers le point T, Tautre normale au rayon vecleur, on voit que la derniere aug- 
mentera Taire de C en A et de D en B, et la diminuera dans les deux autres qua- 
drants. 

Newton en conclut (corollaire III) que, toutes choses egales d'ailleurs, le 
corps P se meut plus vite dans les syzygies que dans les quadratures, et ensuite 
(corollaire IV) que I'orbite de P est plus courbe dans les syzygies que dans les 
quadratures. Ces deux propositions supposent que Texcentricite propre est 
nulle. On a, en designant par V et V la vitesse en C et A, par p et p' les rayons 
de courbure correspondants, et par N et N' les composantes normales de la 
force, 

P P 

d'oii 

Or on a V'>V; en C, la composante normale de la force perturbatrice est 
nulle, et elle est negative en A; d'ailleurs, la composante normale provenant de 
Tattraction de T est la meme dans les deux cas. On a done 

N' < N et, par suite, p' > p. 

II en resulte (corollaire VI) que, toutes choses egales d'ailleurs, le corps P 
s'ecartera plus de T dans les quadratures que dans les syzygies. 

La plupart des autres corollaires de Newton fournissent des donnees sur les 
variations des elements elliptiques quand deux des composantes S, T et W sont 
nulles. Supposons d'abord T = o, W = o, S < o, de sorte que le corps P soit 
soumis a une force perturbatrice centrale. 

Les formules (a) donneront 

de m' I . dp 

at I -h //i dt 

dw m' , 

dt \-Jf ni ^ 

Done, Texcentricite croit quand P va du perihelie a Taphelie; elle decroit 
dans I'autre moitie de Torbite. Soient A et B les extremites du grand axe , C et D 
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les points do Torbite situes sur une perpcndiculaire a AB mcnee par Ic point T. 
On aura, sur Tare DBC, 

le grand axe tourncra dans le sens direct. Sur Tare CAD 

cos<»^<o, ~J7 ^^' 

la rotation se fera dans le sens retrograde. 

Un changement de sens dc la force S echange Tune dans I'autre les deux con- 
clusions precedentes. 

Supposons, en second lieu, S = o, W = o, T>o; la force perturbatrice est 
done normale au rayon vecteur et agit dans le sens du mouvement. Les for- 
mules (a) donnent 

da 2 m' na^ p 

dt I -^ m J'lZIl Qt r 

dsjp m' J 

dt I -h m 

de m' 



dt I -+- m 
edm ni' 



no} \Ji — 6'* T(cos// -h costr)> 



dt J -f- m 



no} 



\J\ — e^T ( I H — ) sintr ; 



a at p augmentent sans cesse, et il en est de meme de la duree de la revolution. 
Entre le perihelie et Taplielie, le grand axe tourne dans le sens direct; son 
mouvement est retrograde dans I'autre moitie de Torbite. On a 

cos// -t- costr = — — - ^= > 

I 4-6' cos 11^ 14-c'COStV 



_ I — v'l — <?» o _ ' -^v/' — 



,>i 



a =1 - — y 3 = 

e 



Les points pour lesquels on a 

cos<r = — a, 

et, par suite, 

cos // -h cos <r = O, -T-=rO, 



e 



de 
dt 



sont voisins des points C et D, dont on a parle plus haut, si e est petit. On peut 
done dire que, sur Tare DBC, e augmente, et diminue sur Tare CAD. 
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Les coroilaires 6-10 de Newton conticnnent unc bonne partie des rcsuitats 
ci-dessus. 

Enfin, supposons S = o, T = o, W<o; les formules 

ciO m' na ._- . v. 

Sin 9-7- — -=- ^^Wrsm I, 

^ at ' -H 'w i / 1 e* 



^9 _ ^ '^^ 



dt I -H m ^j ^» 



WrcosT 



permettent de determiner les signes de ^ ^^ de ^ d'apres ceux de sin Y et de 
cosY. Ainsi, tant que la planete reste au-dessus du plan de reference, on a 

dB 

sin Y>o, -, < o, le nocud retrograde. Quand P passe en dessous du plan fixe, 

si W garde le signe — , le noeud a un mouvement direct. 

Ce que nous dirons plus loin prouvera que Newton connaissait Texpres- 

sion (fl) de -7- a Taide des composantes S et T de la force perturbatrice et, tres 

probablement aussi, celles de ^ et ^- J*incline a penser qu'il connaissait 

toutes les formules (a), mais qu'au lieu de les publier il a prefere en tirer un 
grand nomhre de propositions geometriques qu'il a obtenues en ne considerant 
chaque fois que TefTet de Tune des composantes. 

15. Avant d*indiquer les beaux resultats auxquels il est arrive dans la theorie 
de la Lune, il convient de rappeler ce que Tobservation avait appris sur les 
mouvements de notre satellite. 

On savait que la Lune peul etre supposee se mouvoir dans une orbite ellip- 
tique dont deux elements eprouvent des variations considerables; la ligne des 
noeuds est animee d'un mouvement retrograde presque uniforme, en vertu du- 
quel elle decrit I'ecliptique en 18 ans | environ (6793 jours); il y a en outre 
une petite inegaiite periodique qui pent ecarter le nocud ascendant de sa posi- 
tion moyenne de 1*^26' en plus ou en moins. L'inclinaison garde une valeur 
moyenne constante et oscille entre 5**o' et 5*^ 18'. 

L'ellipse tourne dans son plan dans le sens direct, d*un mouvement presque 
uniforme, en vertu duquel le perigee effectue une revolution en un peu moins 
de 9 ans (3233 jours); il y a en outre une inegaiite periodique qui pent ecarter 
le perigee de sa position moyenne d'environ 8^4^' ^u maximum, en plus ou en 
moins. 

La longitude de la Lune est affectee de trois inegalites periodiques princi- 
pales : 

Vevection, 

i°i6'26'8in[a(0-C) — C], 
T. - IIL 5 
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en representant par O et C l^s longiludes moyennes du Soleil et de la Lune, 
par s Tanoinalie moyenne de la Lune : 



La variation. 



\j equation annuelle. 



39' So" sin 2 (O C>: 



-11' 10" sin?', 



Oil Xj designe ranomalio moyenne du Soleil. 

On voit que les derangements de la Lune sonl considerables et s'efTectucnt 
dans des pcriodes relativemcnt courtes. 

16. Parmi les inegalites du mouvement de la Lune en longitude, Newton n'a 
developpe que la variation, et la methode qu'il a suivie parait a Laplace une 
des choses les plus remarquables des Principes; nous allons en donner une 
idee, en traduisant les resultats en formules avec les notations actuelles. 

Newton fait abstraction de Texcentricite propre et de Tinclinaison de rorbitc. 

Fig. 3. 




Soient (Jig. 3) S le Soleil, T la Terre, P la Lune, ABCD son orbite, L un point 
pris sur SP de faQon que 



(I) 



ST "'" Vsp J ' 



Les attractions du Soleil sur les unites de masse de la Terre et de la Lune 
pourront etre representees par les droites ST et SL. Pour etudier le mouvement 
relatif de la Lune autour de la Terre, il faut appliquer a la Lune une force ST 
egalc et contraire a Tattraction du Soleil sur la Terre. La resultante de LS et ST 
est la force LT que Newton decompose en deux autres LE et ET, Tune perpen- 
diculaire, Tautre parallele a PT. La composante LE est la seule qui modifie 
les aires decrites par le rayon vecteur de la Lune; nous allons calculer son 
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intensite. Si Ton prend SK = ST, on aura 

ST r= SP 4- PK. SL = SP 4- PL; 
en portant dans i*egalite (i) et simplifiant, il vient 

3Sp!pK 4- 3SP.PK* i PK'r:^ PL.SP*, 

d*ou sensibiement, k cause de la petitesse du rapport p^ > 

PL-3PK. 

On a ensuite, dans le triangle rectangle PEL, 

LE =: PL sinEPL = 3PK sinTPK, 
TE f^TP = PLcosEPL = 3PKcosTPK, 

d*ou, en remarquant que Tangle PKT differe tres pen de 90^, 

TK 
i LE = 3PK~, 

< 

/ TE = 3PK?|i- TP. 

Soient u et u' les longitudes geocentriques de la Lune et du Soleil, r le rayon 
vecteur SP; Tangle TPK peutetre pris egal k u'-- u, et il vient 

LE =z 3TP sin (u' — u) cos('y — u) , 
TE^TP[3cos*(u'-u)-i]. 

Pour avoir les intensites absolues des composantes, il faut prendre les rap- 
ports des longueurs LE et TE a ST et multiplier ces rapports par 

:^-/i'«ST, 

ST 

en designant par m' et n' la masse et le moyen mouVement du Soleil. On trou- 
vera ainsi 

3/i'*TPsin(u'--u)cos(u' — -j), 
/i'*TP[3cos*(u'— u) — i]. 

La force centripfete qui produit le mouvement circulaire de la Lune est egale 
k n^TP; representons par m Ic rapport - du moyen mouvement du Soleil a ce- 
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lui de la Lune; nous pourrons prendre, puisque nous negligeons les excentn- 
cites, 

et si nous adoplons pour unite de force Taltraction moyenne de la Terra sur la 
Lune, nous aurons 

( force LE=: 3m* sin(//i — i)'jcos(m — i)'j = {T), 
fforceET= m^[3tos^{m - i)j — i] =(S). 

La force ccntripete totale s'obtiendra en relranchant la force ET de Tattrac- 
tion —^ de la Terre sur la Lune; on pourra ecrire 

(3) force centrip^le == — [i -+- //i*— 3//i*cos*(/n — i)'j] =i F. 

Newton cherche ensuile Taccroissement de Taire elemcntaire produit par les 
deux coinposantes (S) et (T). La premiere ne donne lieu a aucun changement; 
la seconde occasionne une varialion de la vitessc normale au rayon vecleur, 

r — , et I on a 
dt 



<^t) .. 



di 



(T). 



La force (T) laisse d'ailleurs r invariable. On a, dans ces conditions. 



<^-^)_ 



(4) -.>^-^=.(T). 

Le procede de Newton revient en somme a ce qui precede. La relation (4) est 
identique a la seconde des formules (a) du Tome 1 de cet Ouvrage (p. 88); 
elle equivaut aussi a la troisieme des formules (a) du present Volume (p. 29). 

On a ensuite, en rempla^ant (T) par sa valeur (2), 

(5) — ^ — - = - m'rsinaCm — i)u. 
^ ' dt 2 ^ ^ 

Si Ton prend comme unite de distance la valeur moyenne de ret que Ton 

remarque que Ton a deja suppose la force ccntripete moyenne — = i, on voit 

p 

que la vitesse moyenne de la Lune dcvra etre censee egale a Tunite. On pourra 
done prendre, dans le second membre de la formule (5), dt = du^ et il en resul- 
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tera 

dt 1 J ^ ' 

Newton caicule cette quadrature par un procede indirect; nous nous borne- 
rons a en ecrire immediatement la valeur, et nous aurons, en designant par h 
unc constante arbitraire, 

d'j 3 m^ 

r* -rr ~ A -+- 7 C0S2(/n — l)'J. 

dt L\ % — m 

La constante h est tres voisine de i , puisqu*il en est ainsi de r et de -^ ; il vient 
done 

(6) '** 37 ~= ^ M -^ 7 C0S2(m — i)y . 

dt \^ [\ i~- m ^ 'J 

On pent remarquer que h est la valeur moyenne de ^^^; c'est celle qui repond 
aux octants, car, en ces points, 

cos 2 ( m — I ) U =: cos ( 2 u' — 2 U ) =: O. 

17. Le carre de la vitesse V de la Lune est 

^, dr^ , dj^ 

dt^ ^ dl'' ' 
dr^ 

mais, si Ton neglige Texcentricite, ^ est de Tordre du carre de la force per- 

turbatrice et pent etre omis; il vient ainsi, en tenant compte de la formule (6). 

et en negligeant m\ 

-,, A* r 3 m* , •] 

V»=: -r IH C0S2(m — i)u . 

r* L 2 1 — m ^ ' \ 

Soient i — ic et i -h x les valeurs de r dans les syzygies (u'— u = o ou 
= iSo**) et dans les quadratures (u'— u = d= 90®), V, et Vo les valeurs corres- 
pondantes de V. On aura 



(i — xy \ 21 — mj 

V«- — ^- [^^^ '^^ ^ 
*^ (i-Hx)*\ 2 i — m) 



1 _ (l:}'^y 



3 m» 

i-h- 



V} _ /n .rX* 2 I — m 



VJ Xi — x) 3 m* 

I 



2 I — /n 
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Soient p, el p© les valeiirs du rayon de courbure dans les syzygies et dans les 
quadratures; les forces centripetes correspondantes seront, d'apres le theoreme 
d'Huygens, dans le rapport 






Mais, d*apres la formule (3), on a 



I - am* ^ , I -h m* 



Fj -n A: r — — -- ) Fo ^=^ At ; — 



si Ton porte ces valeurs de F© et F^ dans la relation precedente, il vient 

/ 3 m* \ po 2 , 

\ I -m/p, 

d'oii 

(7) eo^,_-3m*(i-4- ^ '-); 

p, \ \-~m) 

c'est ainsi que Newlon a determine le rapport des rayons de courbure de Torbite 
dans les syzygies et dans les quadratures. 

Pour determiner a:, Newton considere I'orhite lunaire dont il s'agit ici (on a 
neglige Texcentricite propre) comme une ellipse mobile dont la Terre occupe le 
centre et dont le perigee suit le Soleil, de maniere que le petit axe de Tellipse 
correspond toujours a la syzygie et le grand axe a la quadrature. Laplace dit a 
ce sujet : « Cette consideration est exacte, mais elle exigeait une demonstra- 
tion (*); ... ces hypotheses de calcul, fondees sur des aperQus vraiscmblables, 
sont permises aux inventcurs dans des recherches aussi difficiles. ... ». On aura 
done, dans cette hypothese, 

I sin*(u'— u) cos*(u'— u) . ,, 

r* 6* a* 

d'ou, avec la precision adoptee jusqu'ici, 



absj'i \ I 6*- a* . , .1 

= . 1 71 .cos(2y'— 2u) L 



r 

V 



ou encore, en remarquant que la valeur moyenne de r a ete prise pour unit6 



(1) Newton avail d^montr^ que le rayon de la Lune est plus grand dans les quadratures que dans 
les syzygies (i«o/> la p. 3i de ce Volume). 
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et que Ton doil avoir r=i^x dans les syzygies et r — i -h x dans les quadra- 
tures, 

r=: I — J?C0S2(m — i) u. 

On trouve sans peine, en partant de cette derniere expression de ret negii- 
geant J?*, que le rayon de courbure p en un point quelconque a pour expression 



P — 



I 2 jc cos 2 ( m — I ) y 



r — 



(i^r I -[i4-4(i — w)*] jr C0S2 (m — i)v' 



il en resulte 



Pi = 



I - 2.r 



I — j:[i "i- 4(' — /w)*] 



Po^ 



I -f- 2X 



I -h j:[i -h 4(i — 'w)*]' 



Pi 

Kn comparant a la formuie (7 ), il vient 



']. 



(8) 



JT -- - /n' 



I 

I H 

I - m 



2 4(i — /w)*— I 



69 



Si Ton remplace m par sa valeur numerique m = 0,07/18, on trouve — pour 



I — j^ 



le rapport — des deux axes de Tellipse. 

1 t ~ *^ 



18. Pour conclure de la Tinegalite designee sousle nom de variation, Newton 
remarque qu'elle provient, en partie, de Tinegalite des aires elementaires de- 
crites par le rayon vecteur de la Lune, et, en partie, de la forme elliptique de 
Torbite. Supposant que la Lune se meuve dans une ellipse ABCD (Jig. 4)autour 




de la Terre en repos, placee au centre, il remarque que, si le rayon TP decrit 
des aires CTP proportionnelles aux temps, la tangente de Tangle CTP sera k 
la tangente de la longitude moyenne correspondante comptee a partir de TC, 
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dans le rapport -^ = = — ; puis que la description de I'aireCTP, lorsque 

la Lune passe de la quadrature a la syzygie, doit etre acceleree, de sorte que sa 
vitesse (vitesse areolaire), dans la syzygie, soit a celle de la quadrature dans le 

rapport - —^ > et que Texces de cette vitesse, a un moment quelconque, sur 

k 
celle de la quadrature, soit proportionnel au carre du sinus de Tangle CTP. 

C'est, dit-il, ce que Ton fera assez exactement si Ton diminue la tangente de 

/ 3-7 

Tangle CTP dans le rapport i / ^ — Par cc moyen, Newton trouve que la 

^ 4 

tangente de Tangle CTP sera a la tangente de la longitude moyenne dans le 
rapport 

/ 3' \ 



I — X4 / 4 68,6877 




I t- vT m / o 70 



La difference des deux angles sera maximum dans les octants, ou, la longitude 
moyenne etant de 4^°> la longitude vraie sera Tangle dont la tangente est 

'■- — "^-y soit 44*^27' 28' ; en retranchant de 4'")''>on a 32'32"pour la plus grande 

valeur de la variation. 

II en serait ainsi si la Lune, en passant de la quadrature a la syzygie, decri- 
vait un angle CTA rigoureusement egal a 90**. Mais, en raison du mouvement 
du Soleil, il faut augmenter le nombre precedent dans le rapport des durees 
des revolutions, synodique et sideralc, de la Lune, ce qui donne 35' 10"; c'est 
peu different de la valeur trouvee par Tobservation. 

Nous pouvons verifier la premiere assertion de Newton : 

L'ellipse immobile, decrite conformement a la loi des aires, donne lieu aux 
formules 



c = /•*-.- > — =- 



dl /•* a* b 



t 



Si Ton fait 



lang^=I:^lang/i^ h - ^. 



lang(''=}.lang/2^ y,^.~ ^,- f- -^- 

dv' 
' dt -^' 
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on trouve aiseinent 

done, dans les quadratures, 

ht nr o, c' =z l/^X/i Tz: c' ; 



dans les syzygies, 



On a done 






bn^ _ Co 




ct il en resulle, a eause de la formule (6) qui donne -?, 



, \ - jc ( 3 m* \ , 

langr = (1 — 7 llang/</, 



ce qui est la formule proposee par Newton. Comme X, a et 6 sont voisins de i, 
I'expression (9) de c' vari^ du reste a fort peu pres proportionnellement a 
sin'A/, et e*etait une condition qu'ii faliait reaiiser. 

Pour obtenir i'inegalite elle-meme, ii est plus simple d*operer comme le fait 
Laplace dans son analyse de la theorie de Newton {Mecanique celeste, t. V, 
Livre XVI). L'equation (6) donne, en remplacant r par i — a7C0S2(/w — i)u, 

dj A I 3 m^ \ , 1 

—-iirAri-t-aj'-HT COS 2 (//< — I ) J , 

^^ L \ 4 1-'/'/ J 

d'oii 

3 m^ 



'IX , ^ 



•J _i nt-j- const. -T- sin 3(1 — m)'j; 

•2(1 — /// ) 



le terme periodique represente Tinegalite clierchee. Son maximum est 



3 m' 



IX -^ J 



i\ I — m 

■ » 



2(1 — m) 



ou bien, en remplacant ;r par sa valeur et reduisant, 



8(1 — /n)*(3 — 2m)(i — 2fn) 



19. Newton s*occupe ensuite des variations du noeud et de Tinclinaison, et 
T. - III. 6 
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Irouve, par dus ronsideralions geoinetriques, ces expressions des mouvemenls 
horaires -7- et ->;» 

at at 

dO 
i -T- —'ini-n siii(j— ^)siii('j'- - 6')cos(y — u'), 

(10) ) 

/ -^ ^— 3/n*/i 9C0s(j - ^)siii(j'— (?)cos(j — u'), 

oil n designe le mouvement horaire de la Lune. Ces vaieurs sont identiques a 
celles que fournissent les fbrmules (a) et (/>); en effet, dans ces dernieres, 
z' designe la distance du Soleil au plan de I'orbite de la Lune, el la considera- 
tion d'un triangle rectangle facile a apercevoir donne 

z' =1— /-'sin 9 sin (j'— ^). 
On a, d*ailleurs, en negligeant Tinclinaison, 

A* =^ /•* -I- /•'* — 1 rr' cos (j — u' ), 

It « 
ou 

I if ir . ,^ /-n * 

■^-a -- ;^ I; - V ^""'(^ " *"^ ■" T^J ' 






et, en developpant suivant les puissances de - 

b "^ r'^ ['"^ -^C03('J -•y)H-...J. 

On trouve don<* 

3,. 

et les forniules (a) et (6) donneront, en remarquant que Y = u — 0, 

^ ^- ^:j-^ ^^== -pj sin(v-6)s.n(u'-(/)cos(v-u'), 

(II) ' ^ 



do 3m' /I a/-' . ^ ^v . . , ^^ 

777 =- - TZ";;; 73^ 773-sin9COS(j-5)sm(y-0)cos(u-u'). 



Mais on a 



m' n'*a'^ .a'^ 



=^ m* — r > 



I -h m /I' a* a 



S/*S ^« 



etil en resulte que les forniules (10) et (11) coincident quand on neglige les 
excentricites. 

Newton reinarque ensuite que le niouvenienl horaire du nocml est lantot 
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acceiere et tantot rctarde dans ie cours d*uno lunaison; il prend la vaieur 
moyenne qu'il appelle le mouvement horaire mediocre. On a, par une transfor- 
niation facile, 

r/^ 3 

-T- ~— -m*/i sin(j'— 9)[sin(v'— 0) h- sin(a*j — -j'— 9)] ; 

Ie terme dont I'argument est 2u — u' — 6 prend, dans le cours d'une lunaison, 
des valeurs positives et negatives qui se detruisent a fort peu pres, el il en 
resulte, pour le mouvement horaire mediocre, 

(i2) 1- ~ //i*/isin'(j' — 9) =— 7 m^n -\- -jin-n cos2(j'— 0), 

at a I I 

quantite qui ne devient jamais positive. Newton ealcule la vaieur moyenne 
de -j: par un procede qui revient a poser u'— 6 = '|, d'oii, en negligeant I'ex- 
centricite du Soleil, 

mn dt -^dO- d^, dQ^'-^m ^^ t/];. 

I 4- - /nsin*d> 

Entre deux passages consecutifs du Soleil par le noeud, 6 varie de 



3 

m 

a 



/sin*^ ,, 3/9 \ 
3 ^, d^=.^^mf^.-^m-^,,,J2n, 



Newton a determine cette integrale par un procede special. Pour avoir Tac- 
croissement de pendant une revolution siderale du Soleil, il faut diviser par 



I — 7/w, ce qui donne 



3/3 \ 

— T m il — gm-+-...ja7r. 



mn 



En multipliant par — > on a le mouvement horaire mediocre 



3^,. . 9 
4 



— j/n'/i-h g/n'/i — ... 



obtenu par Newton qui y ajoute encore un petit terme correctif inexact de 
Fordre de m*; mais il arrive finalement qu'il avait ealcule la duree de la revolu- 
tion des noeuds de la Lune a moins de 7 — de sa vaieur. II avait trouve en outre 

400 

dans un terme en sin2(u'— 6), correspondant a une inegalite decouverte par 
Tycho Brahe et ayant a fort peu prfes le m^me coefficient. 
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Pour ce (lui concorno rinclinaison, la seconde des formules (lo) donne 

-^ —- m'/i9sin(u'— O)[cos{v'— 0) -+■ cos(2u — u'— 6)]; 

en negligeant le terme en cos(2u — u' — 6) qui se detruit a Ires peu pres, 

Newton oblient, pour le mouvement horaire mediocre de rinclinaison relatif a 

la duree d*une lunaison, 

3 

— y m-N Qsin2(j'— 9). 

4 ' 

Pour Tensemble des positions du Soleil, cette quantite s*annule, de sorte que 
rinclinaison a une valeur moyenne constante; il n'y a qu'une inegalite perio- 
dique principale en cos2(u'— 0), qui cadre bien aussi avec ce que fournit 
Tobservation. 

Dans le scolie final qui termine la theorie de la Lune, Newton dit : « Qu'il 
a voulu, par les determinations precedentes des mouvements lunaires, montrer 
comment on pent y parvenir au moyen de la cause qui les produit. » II annonce 
ensuite avoir trouve plusieurs autres inegalites» sans exposer les methodes par 
lesquelles il y est arrive. II dit notamment avoir reconnu Tequation annuelle, 
ot I'avoir trouvee de 1 1' jo" (la vraie valeur est de ii'io"). 

20. IjU Ouvrage public tout recemmcnt jette un nouveau jour sur les progres 
que Newton avait fait faire a sa theorie de la Lune ; il a pour titre : A Catalogue 
of the Portsmouth Collection of Books and Papers written by or belonging to Sir 
Isaac Newton (Cambridge, i888). 

Les manuscrits de Newton, apres avoir passe en diverses mains, apparte- 
naient, en dernier lieu, au comte de Portsmouth, qui les a livres a TUniversite 
de Cambridge, en la priant de faire un choix et de conserver pour elle tout ce 
qui se rapportait directement a la Science. Une Commission, composee de 
MM. H.-R. Luard, G.-G. Stokes, J.-C. Adams et G.-D. Liveing, fut nommee le 
G novembre 1872, a TefTet d'cxaminer et de classer les tres nombreux papiers 
de Newton. Nous lisons, dans la Preface de TOuvrage en question, que Ton n*a 
trouve de resultats importants et non publics que sur trois theories : celle de la 
Lune, celle de la refraction atmospherique, et la determination de la forme du 
solide de moindre resistance ; les manuscrits correspondants etaient souvent en 
mauvais etat, ayant souffert du feu et de I'humidite. Le plus interessant se 
rapporte au mouvement de Tapogee lunaire : Newton etablit d'abord deux 
lemnies qui font connaitre le mouvement de Tapogee dans une orbite elliptique 
d'excentricite tres petile, tel qu'il resulte d'une force perturbatrice agissant 
dans la direction du rayon vecteur ou dans une direction perpendiculaire. Ces 
deux lemmes etaient rediges avec soin, comme s'ils avaient ete prepares pour 
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rimpression, devant figurer sans doute dans une nouvelle edition des Principes. 
Newton fait ensuite I'application do ses deux lemmes pour trouver le mouve- 
ment horaire du perigee* et il arrive a un resultat qui peut etre repr^sente par 
la formule 

, IH C0S(a'J — .2BJ) 

/ 1\ Cits 2 

('^> -di^" i3M ' 

d*apres la Preface, la deduction de cette formule n'est pas entierement satisfai- 
sante, et les corrections apportees au manuscrit montrent que Newton n'etait 

pas bien sur du coefficient — • 

Nous verrons plus loin que la formule exacte, limitee a ses premiers termes, est 

-— =: jm^nli -+- DCOsCa-y— 2xa)\; 

Cit 4 

on a, d^ailleurs. 



il en resulte la meme formule (i3), sauf que le facteur — est remplace par 5. La 

Preface ajoute que Newton deduit, tout a fait correctement, de la formule (i3)« 
que le mouvement moyen annuel de Tapogee est de 38^5i'5i'\ tandis que cclui 
qui est donne dans les Tables astronomiques est de [\o'^t\\\S. 

Nous dirons, en terminant, que la portee des deux lemmes de Newton se 
comprend mieux si Ton remarque que la sixieme des formules (a) donne, en 
supposant Tinclinaison nulle, 



•^ =H — - Scosiv-hTf I -H - jsiniv , 



oil H designe une constante. Quand on neglige aussi Texcentricite dans le 
second membre* cela devient 

e -r- — H(-- Scosir H- iTsinu). 

Les deux lemmes de Newton reviennent a la demonstration de cettc formule, 
lorsque S ou T est nul. 



f,t\ 



ib CII.VPITRE IV. 
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THEORIES DE L4 LUNE DE CLAIRAUT ET D'ALEMBERT. 



21. ci Dans le Livre des Principes , Newton, apres avoir assigne la cause des per- 
turbations du mouvement elliptique de la Lune, a fait voir, de plus, comment on 
pouvait calculer les grandeurs d'une partie d'entre elles avec assez d*exactitude 
pour fournir deja une confirmation remarquable de la gravite universelle. Mais 
Clairaut est le premier qui ait donne une theorie du mouvement de la Lune, 
fondee sur Tintegration, par des series, des equations differentielles du pro- 
bleme des trois corps, qu'il avail obtenues en meme temps qu'Euler et d'Alem- 

bert(*). » 

Clairaut suppose d*abord que le mouvement se fasse dans le plan de Teclip- 

tique ; soient r et (^ les coordonnees polaires de la Lune, Torigine etant au centre 

de la Terre ; S la composante de la force motrice suivant le rayon r, comptee posi- 

tivement dans le sens du prolongement de r; T la composante perpendiculaire, 

comptee positivement dans le sens des longitudes croissantes. Les equations 

auxquelles arrive Clairaut peuvent se deduire des formules (a'') de notre Tome I, 

page 91, en y supposant u = -• Elles sont, en prenant (^ pour variable indepen- 

dante et designant par h une constante arbitraire, 

r* dv 
dt — 



r I dv 



(>) Gette citation est emprunt^e au Mtooire de Poisson :^ Sur le mouvement de la Lune autour de 
la Terre. 
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ou, ce qui revicnt au nieme, 

/** d.K'' 
(I) dl = __= . 

/l \/ • + 2 p 

, . r h* as' 

dv* r I -h 2 p 

(3) pr-_±fTr^d,. 

Clairaut pose ensuite, en designant par M le produit de la somme dcs masses 
dc la Terre et de la Lune par la constante f, 

4> , T dr 

(4) £i^^ ^^-^ , 

(5) '-S7-U' 
inoyennanl quoi la formule (2) devient 

(6) ±^^ij^a^o. 

-^ est la force centrale qui produirait le mouvement elliptique; la force per- 

turbatrice de ce mouvement est done representee par ses composantes — O etT, 
relatlvement aux axes rectangulaires mobiles definis plus haut. 

22. Clairaut multiplie Tequation (6) par cosi^ dy; il integre, et trouve, en de- 
signant par c^ une constante arbitrairc, 



dV 

dv 



cosi^ H- U sin^ -h / i2cost'6/r = Co- 



II multiplie cetle nouvelle equation par — j~, integre, et designe par c^ une 
nouvelle constante arbitraire, ce qui lui donnc 

h / ( / flcosi^e/i'WtangrziiCotangr 4-c,, 



• a f 



ou encore, en integrant par parties, 



-1- langt' / Qcosvdv^ I ^sinvdvz=: Cotangr -h Cj. 
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En tirant de la U pour le reporter dans la formule (5), il vient 

(7) rp = 1 — Co SlQi^ — Ci COSi'-l- A, 

en posant 

(8) A = sini^/ ^cosvdv — cosv I ^sinvdv. 

Jo Jo 

Si I'on suppose A = o, on retrouve Tellipse de Kepler. 
23. La quantite A se calculerait aisement, si Ton avail mis Q sous la forme 



(9) ^^2^' 



COSli^, 



i designant une serie de quantites reelles quelconques. 

Les formules (8) et (9) donnent en effet, par un calcul facile, 

A ==2 l4li c^s''^ - ^^^^2 7~7i' 
d'oii, en ayant egard a la formule (7), 

(10) --i- = , - Co sinv' - cos^^c,— 2 7*^) ""2 iTZTI ^^s'*'- 

On aurait done ainsi Tequation de Torbite, avec les coordonnees polaires r 
et t'. On peut disposer de la direction de I'axe des x de maniere a avoir c^ = o, et 
si Ton fait 

il vient 

(12) - = 1 (V --— ^ C| )C0Si^ "V ^ ^ COSli'. 

Le rapprochement des formules (9) et (12) montre que chaque terme du de- 
veloppement de Q engendre d'une maniere tres simple un terme du developpe- 

ment de -• 
r 

Les formules souffrent un cas d'exception pour 1 = 1; car alors le denomina- 
teuri*— I s'annule. II est facile de voir comment la formule (12) doit etre mo- 
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difiee, en rapprocliant les deux termes 

I A/ I A/ . A| COST — cos/i' 

— -= COSi' = cos IV =r = ; 

p r — 1 p r — I p r— I 

cette expression y lorsque i tend vers i, se presente sous la forme -» et elle a 
pour iimite 

A//rsin£i'\ A/ 

— I : — = — rsinr. 

P \ 2 1 //=, a/? 

Si l*on n*avait rien neglige pour mettre Q sous la forme (9), en raison du 
faeteur i^ qui croit au dela de toute Iimite, on pourrait affirmer que le terme pre- 
cedent finirait par eloigner de plus en plus Torbile de la forme elliptique. On 
n*aura pas le droit de formuler la meme conclusion si Ton a neglige quelques 
quantites pour mettre Q sous la forme indiquee; tout au plus pourra-t-on en 
deduirc qu'on ne devra compter sur Texactitude de la solution que pendant un 
petit nombre de revolutions. 

Clairaut remarque ensuite que Ton devra accorder la plus grande attention 
aux termes du developpement (9) de Q, dans lesquels 1, sans etre rigoureuse- 
ment egal a i, en difTererait seulement d'une quantite tres petite; car ces 

termes, en passant de O a -> acquierent le petit diviseur 1*— i, et peuvent 

devenir tres sensibles dans -> alors meme qu'ils I'etaientpeu dans Q. 

Les termes pour lesquels i est voisin de o meritent autant d*attention; il est 

vrai qu'ils ne changent presque pas en passant de Q dans -; mais, quand on 

veut avoir t en fonction de i^ par la formule (i), on est ramene a des integrates 
telles que 



/ 



COSlt'm'rr: ; h COHSl., 



et le denominaleur 1 est tres petit. 

Ces termes, dans lesquels i differe peu de i ou de o, constituent la plus grosse 
difficulte du probleme. Quant aux autres, on pourra les calculer d*une facon 
plus sommaire. 

24. Clairaut considere un cas interessant, deja examine dans les Principes de 
Newton, oil Ton aurait constamment 



T :=o el ^— ^, 



/•» 



T. - III. 
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de sorte que la Lune serait attiree seulement par la Terre, I'attraction etant 

Traitons directement ce cas, en remontant aux formules (2) et (3) qui 
donnent 

~ o el —r-T- H M — o, 

on bien 

^, ( —7 ^ ) '- — ,— (— 7 ^^) "^ ^- 

On pent integrer cette equation lineaire; en designant par H une constante 
arbitraire et disposant de la direction de I'axe des Xy il vient 






L'expression qui en resulte pour r est de la forme 



r 



I 4- e' COSfJLi' 

oil Ton a 






M 



La trajectoire presente une serie de maxima et de minima du rayon r; Tinter- 
valle angulaire compris entre un maximum et le minimum suivant est 



71 TT 



f^ / ^M 

de sorte que la ligne des apsides tourne dans le sens direct avec une vitesse 
egale a la vitesse moyenne du rayon vecteur, multipliee par 



On pent ecrire 



— I . 



/• 



I -h e' cos ( (' — cj' ) 

en faisant 
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ce qui prouve que, dans ce cas, la Lune se mouvrait encore sur une ellipse 
ayant son foyer au centre de la Terre; mais le grand axe de Tellipse tourne- 
rait, dans le sens direct, de la quantite indiquee. 

Clairaut remarque ensuite expressement qu'une ellipse invariable ne peut pas 
servir de point de depart aux approximations successives, car les observations 
nous apprennent que le perigee accomplit une revolution en neuf ans environ. 
Done, au bout de quatrc ans et demi, le perigee s*echange avec I'apogee, de 
sorte qu'il vaudrait mieux alors supposer Torbite circulaire. II en conclut qu'il 
faut prendre une ellipse mobile representee par Tequation 

r= P 

I -1- ecosfjLt' 

25. Expressions des composantes 4> et T. — II serait bien facile de les 
deduire des formules du Chapitre precedent, mais nous preferons les retrouver 
directement. 

Soient X et Y les composantes de la force perturbatrice, paralleles aux axes, 
X tiy les coordonnees de la Lune, x' ety\ r' et {^' celles du Soleil, D la distance 
de la Lune au Soleil, M' le produit de la masse du Soleil par la constante f. On a 

d'oii 

On a, d*ailleurs, 

XX* -\- yy =. /v'cos(i^ — i^'), x^ y — y x^^ /7'sin(i' — r'), 



Di = pS [' - — cos ( i' - »'' ) + pi J 



8 

y 



d'oii, en developpant suivant les puissances de 4? (quantite voisine de 7^)' ct 
negligeant^, 



II en resulte 



* = 77^['-^cos»(^'-^')]> T=-^-sin(r-r')co8(r-r'); 
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ou bien, en rempIaQant M' par n'^a^ et Iransformant, 

^1= ^'^'{ — j [i-H 3cos(2r — 2«^')], 

Quand on neglige I'excentricite de I'orbite du Soleil, on a 

/•' zn a', (' — /i' / -H const., 

ct il en resulte ces expressions assez simples 

(i3) I 

i 3 

f T =—-/«'*/• sin (2 i' — 2 cM. 



Les forinules (i), (^) et (4) donnent ensuite 



?.p= r; — / /•*sin(2(> — 2r')c?f, 



(ii) ^/ = 



V^M/>(i M- 2p) 



U(i -{- 20) — iir-[i H- 3 cos (2 i' — 2i'')J n~ -7- sin(2r-- 21^') — 20. 

Soil X une quantite voisine de p, dont la signification sera fixec plus loin, et 

(,5) T^^' 

les forinules proccdentcs donneront 

I 2p = — 3«^ J^M sin(2r— 2c')rfr, 

^_ -«(^; j [. + 3cos(a>-2r)] + -«(^-j — s.n(a. - a. ) + 2,0 

^. l-h2p 

II ne s'agit plus que de chasser r et t^ — f' de ces formules, et de reduire CI 
en une serie de cosinus des multiples de s^. 

26. Nous prenons done, comme point de depart de la premiere approximation, 

('7) r = ?? ; 

I -I- €f cosjjir 
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nous en deduisons» en negligeant e^. 



(i8) 






on peuty pour cette premiere approximation, negliger p dans Texpression (i4) 
de di^ ce qui donne 

d'oii, en integrant, 

t -h const. = . I «^ sinui^). 

Nous negligerons completement Texcentricite e' de I'orbite du Soleil ; nous 
aurons done 

i'=z n' t 4- const., 

et, si Ton porte dans cette formule Texpression precedente de /, it vient 

, 2 em . 
V == nw -+- 0" smur, 

(.9) .n = —, ..-«-; 

(7 est une constante que I'on peut supposer nulle si, a Torigine, le Soleil et la 
Lune ont ete en conjonction, la Lune etant en meme temps au perigee, car on a 
alors ^^ = 0, f'=o, et la formule (17) donne, pour r, un minimum. On peut 
d'ailleurs ^viter ces hypotheses qui ont ^te reproch^es k Clairaut, en laissant 
subsister la constante a, qui n'est pas genante, et ^crivant 

X 



oil gTq designe une autre constante. On aura ensuite 

, . !\em . 

2i' — 2/= Ai'-H smui-, 

avec 

(20) A = 2 — 2m. 

On trouve, en appliquant la formule de Taylor, 

cos(2r — iv') ^cosXr sinfJLi' sinXr — . . ., 

sm(2(' — 2r ) = smAr h smfxrcosAr — . . . 
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d*oii, en transformant, 

2 €9fl 1 €nt 
C0S(2r — iv'):=z COsXi' H COS(X -h /x) i' COS(X — fx)^-, 

(^0 { 

• / i\ ' \ 2 em ^ ^ 2 em ^ ^ 
sin(ai'— 2v') =z sinAi' h sin(A -^ ii)v sin(A — fjL)r; 

en combinant la derniere formuleavec Pexpression de (-j » il vient 

f - j sin(2t' — ai'') = sinXt' — aef I Jsin(X -+-fx)t' — ael i h jsin(X — fji)i^'. 

Integrons et portons dans {'expression (i6) de p ; il viendra 




m m 



(aa) ap=:3/w' I — r 2e^ ^cos(X H-fjL)i'— aey— ~--cos(X — fx)(^-4-c I . 

Clairaut determine la constante c de maniere que p s*annule pour (> = o, ce 
qui donne 

On tire ensuite, des formules (i8) et (ai)* 

3 r* </r 3 

(a5) -a— ^sin(ai' — ai'') = ^afxe[— cos (X-+- pi) p-h cos (X— pi)!']. 

II n'y a plusqu'a reporter les expressions (22), (24)et(25)dansrexpression 
(16) de O; on pourra supposer» dans le denominateur, p = o. On trouvera 

(a6) fit = — AacosXi' — Bacos(X — pL)^' — Cacos(X -i-fx)i' — Eacosfxi^ 4- Pa, 

en faisant 

3 3 X 

A = - -H V -> 
a A, p 



P *—\^ a Va fx / 



^l^ 






P_ 1—6- ^ — i /- __ l^^ — -a 



E = e, 

a 

P =z 3c-- 

a p 
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On a ensuite, par la formule (12), 

I i-+-Pa COST r w> Aa Ba Ca 



COST r _^ Aa Ba Ca Ea 1 

I r Aa . Ba /^ x Ca ,. . Ea "1 

-+-- r^ COSAi'-hT^ TT COS(A — a)i;-H7j ^i C0S(A -hix) (^-h -= COSfXf'L 

II faut egaler a zero le coefficient de cosr, puisqu'on a introduit cos(x(^ au 
lieu de cosf^; on en deduira une equation propre a determiner c^, mais qu'on 
pourra laisser de cote, car c, nc figure dans aucune autre relation. On simpli- 
fiera ensuite Tecriture en faisant 

(a8) - = I -+-ecosfjn'-i- pcosAf -hy cos(>i — ft.) »• -f- ocos(>i + ft.) c, 



(29) 



(3o) 





X 


Q_ Aa X 


Ba X 


^ (1-y.y-ip' 




Ea X 

—z e. 



^ Ca X 

""(Xh-p)*-! p' 



p»-i p 



On a represente par e le coefficient de cos(X(> afin de retrouver la premiere 
approximation - = n- ^ cosfjit'. RemplaQons, dans les autres, les quantites A, 



ax 



B, . . . , P par leurs valeurs (27), X par 2 — 2m et -— par la quantite m* qui 
lui est egale, d'aprfes la formule (19); nous trouverons 



S= 3m« / ^ I x\ 

^ a(i — a/n)(3 — 2/n) \ \ — mp) 



m 
,0 V / 3em« ( X a 3_.M /ii 

(3i) <y= 75 TT :\^ ^ i 7-^ H — /> 

^ ' ^ ' (3 — fji — am) (am -h/jL — i) \ p 2 — [x — 2m 4 f^/ 



m 



(32) 



^ 3gm* IX JUL 

(3 -4- fjL — am) (1 -h ^ — am) \ /)a-+-fx — am 

I , a — m 

c =: hat? » 

a(i — m) (2-h|jL — am)(a — JUL — am) 

i- = 1 h 3m« /^e- — 

X 2 [a(i — m) (a 4-fx— am) (a — fjL — am)J 

3 em* 
e = — 




2(^«-l) 



Cette derniere relation, qui provient de (3o), pent s'ecrire, apres la suppression 
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du facteur e, 

(33) a«=:i--/ii*. 

2 

La constante a definie par la formule (i5), dans laquelle on pent remplacer 
M par w^a', differe Ires peu du carre du rapport du moyen mouvement du 
Soleil a celui de la Lune; a doit etre considere comme une petite quantite du 
second ordre. La formule (32), dans laquelle on remplace \k par sa valeur (^3), 

donnera - par des approximations suceessives. On aura 

- = I -h une quantite du second ordre; 

nous pourrons prendre ici - = i, a = m^, et les formules (3i) et (33) donne- 

ront 

3 3 

^ 3 m' (a — m) 

^ — — m* -h 



a(i — n%){i — 2m)(3 — iin) 



3 em} [ \-k- m \ \ 1 5 

y =^ 7 ij r- 2 1 h m zz: -^ 

/ \( 3-\\l — 2/712 / 8 

(2 — im)\im —jm}\ ^ ^ 

_j Zem} ( I — m 

zn — 



em 



(4 — 2/n)(2 — 2 m) 



/ I — m \ 5 _ 

( 2 r h I -- m )=:— s em*-h 

\ 3 — 2 m / 8 



On remarquera qu'un facteur m a disparu du numerateur de y, parce qu'il se 

trouvait aussi en facteur au denominateur dans im -h ui — i = 2m — y/w^. On 

* 4 

aura done finalement 

I - r^ I -h ecosfxr -+- m'cos(2 — 2m) r -+- -^ me cos(2 — 2m — jul) r 

(34) < ' 

f — ^em'cos(2 -+- fJL — 2m) <• -h. . . , 

3 

(35) ix = I — jm^-h. , . . 

La formule (34) represente I'equation de Torbite en coordonnees polaires, 
au moins d'une maniere approchee, car on a neglige beaucoup de choses, no- 
tamment Tinclinaison. Clairaut ne donne pas, comme nous Tavons fait, les par- 
ties principales algebriques des coefficients p, y et 8, mais leurs valeurs nume- 
riques. 
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27. Le rapport des nioyens mouvements du Soleil etde la Lune a pour valeur 

w ^=z 0,0748; 



il en resulte 



ct Tobservation donne 



I — am 7 //I* iz: o , 004 20 ; 
4 



I — fJL = 0,008 45. 



La theorie fournit done, pour le perigee, une vitesse qui n'est guere que la 
moitie de la vitesse reelle. II fallait en conclure, ou que I'attraction newtonienne 
ne donne point le vrai mouvement, ou que la solution precedente n'est pas 
propre a le determiner. Clairaut s'est borne d'abord a la premiere alternative 
et il a pense que la loi de Newton, qui rendait compte des attractions a grandes 
distances, devait etre modifiee par un terme complementaire, sensible seule- 
ment a des distances assez petites, ce qui est le cas de la Terre attirant la Lune. 
II avait remarque (p. 5o) que, si la loi d'attraction etait exprimee par la for- 
mule 



/•* ■ /•' 



le terme additionnel — y aurait pour effet de produire un mouvement direct du 

perigee; il etait done facile de determiner le coefficient k de fagon a retablir 
I'accord entre les deux vitesses fournies par Tobservation et par la theorie. II 
est bon de se rappeler que le meme desaccord etait constate presque aussitot 
par d'Alembert et Euler. Ce fut Clairaut qui montra le premier (*) qu'il avait 
pour cause, non pas Tinexactitude de la loi de Newton, mais Timperfection 
de la solution. 

II remarqua, en eflfet, que si la valeur de -» substituee dans les diverses par- 

[3 /•' dr 
savoir, dans p, — ^ -^ ^\n{Q.v — q.v') et 

-ry-j cos(2i' — 2f') , avait contenu, comme elle le devait, outre la partie 
I 4- ecosfxt', les termes 

peos^r 4- y cos(X — fx) r -4-. . . , 

dont on a appris qu'elle etait composee, le produit des termes de cette espece, 
surtout ceux en cos(X — ^)v, renfermes dans (~) m ~) » ^vec les sinus et co- 



(1) On ne peut s'empdcher de rappeler que Newton avait obtenu lui-mdme, mais sans la publier, 
une valeur bien plus exacte de fi, qui ne lui avait 8ugg6r6 aucun doute sur I'exactitude de la loi de la 
gravitation (p. 45 de ce Volume). 

T. - III. 8 
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sinus (le X^ ct autres termcs de Texpression (21) de ^ (2^^ — 2^'), aurait in- 

3 
troduit d'autres termes que — e dans Texpression (27) de E. L'equation (3o) 



aurait ete ainsi modifiee et, par suite, la valeur (33) de fji. 

Pour en donner une idee, il ne prend que le terme ycos(X— (ji)(^ de -, qui 

est le plus sensible, parce que y contient seulement le facteur m, tandis que ^ 
et 8 renferment m^ ; ce terme ajoutant a peu pres 

— 4y cos(X — p) V 
a la valeur de ( - j > on aura pour Tintegrale 

/ ( - j sin(2r— 2v')dv 

Taccroissement 

dont il ne faut retenir que la partie -^cosfxt^, ce qui donne, d'aprfes (16), cet 

accroissement de 2p 

6(xy ^ 45 • 
'- -cosui' = 7- cm'cosuc. 

l^ P 4 

On trouvera de meme, pour Taccroissement de -^[7) cos(2f'— 2v'), 

— 9 m'y cos (X — fx) ^cosXi' =— jm^y [cos(2>— fx) v -\-cosixv], 

2 i\ 

dont il ne faut retenir que la portion 

9 • i35 - 

— J m*y cos [LV =:: r— em' COSfJLC. 

3 r* dr 

De meme, on trouvera dans - a — -j- sin( ar — 2^'), 

2 x' at> ^ ^ 

3 3 

-ay(X — fJL)sin(X — p) rsinXr— y ay(X— - p) [cospr — cos(2X — ix) r], 
2 t| 

dont il ne faut retenir quo 

y OLy(h — jjL) C0S|Ji(^ = y-em'cosfxr. 

L'expression (16) de Q, recevra done Taccroissement 

(45 i35 45\ , 225 



THEORIES DE LA LINE DE CLAIRAUT ET d'aLEMBERT. Sq 

Par suite, il taut remplaccr dans la fbrmule (26) le coefficient E par 



3 iro 

E = e -;- em . 

1 lb 

L*equation (3o) donnera done 

1 3 225 

a* — 1 m^ ^ m\ 

^ 2 16 

d'oii 

3 . 225 



(36) 1 — |UL rz J ni^-\- 

4 



32 



//i^ 



On a done obtenu Taccroissement ■+- -07- w', ce qui donne 

02 

I — fjL = 0,007 i4, 

nombre deja plus rapproche de la verite. Les theories plus completes montrent 
que les coefficients de tn^ et de m' dans la formule (36) sont exacts. 

28. De meme que la premiere approximation 



•A 



1 -+- ecosfjL^ 



avait fourni a Clairaut une expression approchee de / en fonction de (^, de 
meme la formule (34) lui permet de trouver plus exactement / au moyen de v. 
Dans ce cas, la formule (i4) est remplacee par 

S/Mp 

oil Ton doit substituer pour ret p leurs dernieres valeurs. 

Clairaut montre ensuite comment on tientcompte de Texcentricite de Torbite 
du Soleil et aussi de rinclinaison de Torbite de la Lune; il perfectionne ainsi 
la formule qui donne rau moyen de ^, et, quant a /, il le determine par la for- 
mule plus exacte 

3 , 
dt = == /•* di'. 

Enfin il etudie les variations du noeud et de Tinclinaison de Torbite; il ne 
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semble pas que ses recherches surce dernier point aient ajoute beaucoup a ce 
que Newton avait donne sur le meme objet dans les Principes. 

Nous ne suivrons pas Clairaut dans tons ces details; nous nous contenterons 
d'avoir donne une idee assez complete de sa methode et nous renvoyons le lec- 
teur a ses divers Memoires, notamment a sa Thdorie de la Lune deduite du seal 
principe de I'aUraction^ 1765. 

Clairaut donne partout les valeurs numeriques de ses series plutot que les 
expressions algebriques des coefficients, ce qui rend sa tbeorie plus difficile a 
suivre. 

29. Thdorie de d'Alembert. — D'Alembert a consacre a la tbeorie de la 
Lune tout le premier volume et une partie du troisieme de ses Recherches sur 
differents points importanls du sysleme du Monde (1754 et 1756); il est revenu a 
plusieurs reprises sur le meme sujet dans ses Opuscules^ notamment dans le 
tome V (1768) et le tome VI (1773); mais c'est le tome I des Recherches qui est 
de beaucoup le plus important. La methode qu'il emploie presente beaucoup 
d'analogie avec celle de Clairaut; c'est encore la longitude vraie qui sert de 

variable independante. Soit - la projection du rayon vecteur de la Lune sur le 

plan de Tecliptique, d'Alembert part aussi de Tequation 



S I — 

dans laquelle il fait 

u' designant une nouvelle variable qui sera assez petite, parce que la projection 
de Torbite de la Lune diflere peu d'un cercle. L'equation precedente prend la 
forme 

(38) ^^.N«i/'-4.P = o, 

oil N designe une quantite constante qui ne difiere de 1 que par une quantile 
de I'ordre de la force perturbatrice; P est une fonction de u\ de -^y et de sinus 
et cosinus des multiples de v. Dans une premiere approximation, on neglige 
u' et -J- dans P, a cause de leur petitesse et du coefficient m^ qui entre partout 
dans P. Alors I'equation (38) pent s'ecrire 

d^u' 
(89) -^-^ -f-N*a'-hH-+-Bcos(A -\-qv) -h Ccos(l) 4- sv)-\-, . . = 0. 



THEORIES DE LA LLNE DE CLAIRAUT ET D*ALEMBERT. 6 1 

L'integraie generate de cette equation differentielle lineaire est 

(4<^) w'=c)cosNt^-r- £SinNi^— sfz ^TTT T-^ . . . ; 

d'Alembert modiBe les constantes arbitraires S et e et met u' sous la forme 

u' — 6cosriif 4-esmNt' -+-H rr^ 

(40 I ^^ cos(A-4-yt^) B r cos(A-hN(>) cos(A — N^>) 1 



On peut ensuite revenir a Inequation (38) et tenir compte des termes en u' et 
-J- negliges d'abord; on les calculera par la formule (40» P^*^ ^^ recommen- 
cera Tintegration. 

Donnons quelques details au sujet de la premiere approximation. En negli- 

geant T^> remplagant S par — -^ — $, Tequation (37) devient 



d}u 



u M / ___2_ rT_^\ ^ __ 



ou bien, en remplagant T et O par leurs valeurs (i3) et mettant - au lieu de r 
(nous negligeons ici rinclinaison), 

On peut supposer u constant dans Tintegrale / sm^2t>--2(^ ) ^^ ^^ remplacer 
if' par ms^, ce qui donne 



d*u 
1? 



u Mr ' 3n'* cos(2 — 2m)vl 

(42) ^ -^ 

-+- /I « H rr-i^os(2 — 2m)(^ =0 



On remplace u par K + u\ mais on neglige £^' dans les termes periodiques 
multiplies par n'^ ; il vient ainsi 









2/i 



a'« r M 1 , 
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On peut prendre 

' a 

n'^ n'^ m^ 



II vient ainsi 



d}u' 



- -h //' ( I mM H-K H 1 ( I H 1 C0S2(l — m)i^z=: 

* \ 2/ 2a 2a\ I — mj ' 



On pourra done appliquer la forniule (40 en faisant 

ii.f 3 . ,r ,A ''i' — 2 ,^ 3 m*/ I \ 

2 ia ia \ \ — in ) 

A = O, ^=i2(l — //i). 



On trouvera ainsi, en supposant e = o, 



a'zirOCOSN^'-i-H ^Tri 1 iH TT-^^ zv-^ — h 

N* 2 a 



I \ cos (2 — ini)\? 
1 — m) 4(i — my — I 



ou, plus simplement, 



/ :? XT „cosNi^ — I m* , . 

d z=L ocosNi' H- H ^TT^ 1 cos (2 — 2/m) i^H-. . . . 

N* a ^ ' 

Cette valeur est d'accord avec la formule (34) en posant 

X = a, |jL = N. 

On voit que Targument 

sMntroduit ici tout simplement et qu'il donne le mouvement du perigee; e'est 
le terme ScosN(^ que Clairaut introduit au debut des approximations comme 
resultant des observations de la Lune. D'AIembert le trouve nalurellement par 
le calcul meme. 

Nous ne suivrons pas d'AIembert dans les calculs assez compliques qu'il fait 
pour les approximations ulterieures; nous n'essayerons pas non plus de com- 
parer en detail sa theorie a celle de Clairaut. Les deux grands geometres ont eu a 
ce sujet des contestations assez vives. II nous sutlGra de dire que Clairaut a eu le 

grand merite de trouver le second terme du mouvement du perigee, au moins 

J* 

sa valeur numerique. D'AIembert a donne son expression analytique, -J-/^^^ 
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que nous avons donnee plus haut, et ii a montre que les termes suivants de- 
vaient etre pris aussi en consideration ; ses calculs algebriques sont, en somme, 
plus complets que ceux de Clairaut et plus developpes. En outre, d'Alembert 
a introduit I'argument (xc^ d'une maniere plus logique. Nous remarquerons en 
terminant que, s'il avait remplace aussi u par K -f- w' dans le terme 

— T-— iC0S(2 — 2m) V, 

il serait tombe sur Tequation 

-T-f -\- u'[X -h yi\»cos(2 — 2m) v] = Q, 

que nous avons consideree au Ghapitre I, et qui a fait Tobjet des etudes impor- 
tantes de MM. Gylden et Lindstedt. Cette equation a ete rencontree d'abord par 
Lagrange, puis par d'Alembert (Opuscules, t. V et VI); mais d'Alembert, tout 
en s'occupant de cette equation, ne parait pas avoir indique comment on pou- 
vait Tintroduire tres naturellement. 

D'Alembert avait penetre assez profondement la theorie. Ainsi, en conside- 
rant la formule 

dv 
dlz= ===-> 



il remarque que les termes en cosk^^^ pour lesquels k est du premier ordre, se- 
ront abaisses d'un ordre dans I'integration / — rf^. Ces termes entreront ensuite 
dans Texpression 



lis seront combines avec d'autres termes en cosAV, et, comme en general 
k±k' ne sera pas du premier ordre, mais fini, il en resulte, qu'en calculant t, 
il n'y aura plus d'autre abaissement. Mais les termes en coski^ se retrouveront 
aussi integralement d^ns dt, et, dans la nouvelle integration, ils seront encore 
abaisses d'un ordre. Si done, on veut avoir t en fonction de v, en gardant les 

petites quantites de Tordre q, il faudra calculer, dans — ,> les coefficients des 

termes en cosA^, oil k est du premier ordre, en y conservant les quantites de 

I'ordre y -h 2. Pour les autres termes de -5 en coski^, oil k est fini, il faudra les 

calculer en gardant I'ordre y -^ i ; cela n'est necessaire finalement que pour un 
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petit nombre de termes, mais, comme on ne le sait pas d'avance, on doit pro- 
ceder ainsi. 

On doit encore a d'Alembert cette remarque importante, que les coordonnees 
de la Lune sont, apres les perturbations, developpees en series de sinus et de 
cosinus des multiples de quatre arguments elementaires 

V — r' =z difference des longitudes de la Lune et du Soleil, 
cv — ro = r — [cT 4- (i — c) r] = anomalie vraie de la Lune, 
^r — z=z v — [9 -h (i —g) {>] = distance de la Lune au noBud, 

r'— ct'= anomalie vraie du Soleil. 

D'Alembert dit qu'on pourrait employer, pour calculer ces series, la methode 
des coefficients indetermines. Cest ce qui a ete fait plus tard par Laplace et 
Damoiseau. Le lecteur pourra consulter avec fruit, pour la methode de d'Alem- 
bert et pour les anciennes theories de la Lune, la These de A. Gautier : Sur 
quelques points des theories de la Lune et des Planetes; Paris, 1817. 

Nous croyons utile, en terminant ce Chapitre, de citer quelques passages 
d'un Memoire de Clairaut contenant des rijlexions sur le probleme des trois corps 
avec les equations differentielles qui expriment les conditions de ce probleme (Jour- 
nal des Sai^ants, aout 1759). Clairaut fait voir que I'etablissement des equations 
differentielles n'offre pas de difficuite, et il en deduit les integrales premieres 
que Ton connait; mais il lui parait impossible d'aller plus loin : « Int^gre 
maintenant qui pourra. » 

«r J'ai trouve, » ajoute-t-il, « les equations que je viens de donner des les 
premiers temps que j'ai envisage le probleme des trois corps, mais je n'ai jamais 
fait que peu d'efforts pour les resoudre, parce qu'elles m'ont toujours paru peu 
traitables. Peut-Stre promettront-elles plus a d'autres. Pour moi, je les ai 
promptement abandonnees pour employer la methode d'approximation » 
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CHAPITRE V. 

PREMlfiRE THEORIE DE LA LUNE, D'EULER 



30. L'Ouvrage d'Euler a pour titre : Tlieoria motus Lunce exhibens omnes ejus 
incequalitates ; il a paru en 1763 et se termine par un Additamentum etendu» 
qui est plus simple et plus elegant que le reste, et dont nous parlcrons seule- 
ment. 

Soient a?, j, 5, r, p, Vy X les coordonnees rectangulaires, la distance de la 
Lune a la Terre, sa projection sur Tecliptique, enfin la longitude et la latitude 
de la Lune; r^ et \^' le rayon vecteur et la longitude du SoleiU A la distance de 
la Lune au SoleiU M la somme des masses de la Terre et de la Lune, M' la 
masse du Soleil (ces masses etant supposees multipliees par le facteur f); les 
Equations (a"") de la page 92 de notre tome I donnent 



oil Ton a 



'dF~^dF-^' ^di^'^^'dldi^^' 

P = X cos t' -f- Y sin i', T — — X sin (^ -h Y cos r, 
p = rcosX, r=-^; 

on en conclut, en posant (; — i'' = y] = longitude C — longitude ©, 

(Pp dv^ ^ ,-COS'X XMi f 9 ^ ''' ^^^"^ . COSYjX 

dt^ ^ dt* .p« \ A» r'« J 

d}V dp d{> rty XMf ^ ^' ' \ • 

^ dC* de dt \A« r'^J 

T. ~ IlL 
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On a 



(I) 



M' =/»'»«'», dt^ — n'dt. 



en designant par co I'anomalie moyenne du Soleil. Si Ton prend (o pour variable 
independante, les equations differentielles precedentes deviennent 



(1) 



(11) 



d} V dp dv 



d(o' 



d^p 



dbi* 



d(ti d(t} 

d'V 



= -«"(i?-^)sinYj, 



--a'^fl ^^s»A /p- 



/•'COSYJ 



COSY} \ 



On a d'ailleurs 



V cos* 



y -h r'*— apr'cosri. 



31. Euler n*introduit pas la troisieme coordonnee z, mais la longitude 6 du 
noeud ascendant et Tinclinaison i de Torbite de la Lune, relativement a Teclip- 



Fig. 5. 




tique. Si Ton se reporte aux formules (A) de notre Tome I, page 433, on pourra 
ecrire 

. .dQ M' na 



sin I -r. = 



(3) 



dt M ^i — e* 
di M' na 



W/sinu, 



W/cosu; 



u est la distance de la Lune a son noeud ascendant; W a pour expression (t. I, 
p. 466) 

oil s\ represente la distance du Soleil au plan de Torbite de la Lune ; on a (fig. 5) 



z 
r 



-f =:— sinPS=— 8inisin(/— 6); 



il en resulte done 



de M' na / r' i \ . , , .^ . 
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On a d'ailleurs, par Ic tlieorbmc des aires, 

^civ t / ; 

p' -J- = na^ V I — e' cos 1 , 

et il en resulte 

ou bien, en remplacant M' et r par /I'^a" et — ^ et introduisant rf(o au lieu 

de di, 

I \ cosisin(p'— - 0)sinu 



dd^ __ _^(!L -_L^ 



cosX 



Mais le triangle spherique rectangle LQN donne 

cosu = cos(t' — 9)cosX et cosi=:coty tang(i' — 0), 

d'oii 

cosisin(('' — 9)sinu 



cosX 
II vient ainsi 



= sin(r-0)sin(r'— 5). 



^d^ 

Enfin les formules (2) donnent 

di ,^ ^ ,^ cos I 

-,— . = d^ cotu = dB ; ^^ , 

sini tang(<' — 0) 

d'oil 

dO 
(IV) rflog tangle 



lang(p — B) 



Eulertrouvedirectement les formules ( III) et( IV) qui supposent deja, comme 
on voit, la variation des constantes arbitraires 6 et i; il determine ensuite cosX 
par la relation 

tangX = taugi sin((' — 0), 
qui lui donne, en negligeant i\ 

3 3 

cos'X=ri — 7 tang* 1 4- 7tang*icos2 (<> — ©). 

4 4 

32. Nous voulons seulement donner une idee de la theorie d'Euler; pour at* 



G8 
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teindre ce but, nous pourrons supposer « = o et, par suite, p = r. Posons» pour 
abreger, 

,^p— /'COSYJ COSYjX A 



(3) 






A M ,3 

A::3-.'3. 



5I:,, 



les equations (I) et (II) donneront 



d^v dr dv ^^ 

ad)' a CO a(k) 






ds^^ A ^ 



r/ci)* 



r-t 



On en deduit aisement 






d_ 

d(M} 






et ensuite 



(4) 



oil Ton a pose 



(5) 



dv^ 






/'= 



<f t^* <f /'* 2 A 



flfo)* 






/• 



2?, 









5^)^^- 



Les formules (4) donnent 



(6) 



d(t) 



.2 ^ 



fl?r / _ 2 A 2^ 



et, en combinant les equations (5) et (6), il vient 



(7) 






d^ 

d(i) 



oro /-TK ^ ^ rz 2A 2^ 

r ^ y ^ /• /•* 



PREM1£:RE TlltlORIE DE LA LUNE, d'eULER. Oq 

La premifere des formules (4) donne 
d'ou 
et, en vertu de la premiere equation (7), 

-, dp in'd\Lr\/J> dp __ 2Tr^ 

cette expression de ^ revient a celle qui resulte de la premiere des for- 
mules (B), t. I, p. 434- 

33. On a ensuite, en partant de la deuxieme equation (4) et de Texpression 
connue de la vitesse dans le mouvement elliptique, 



2A 

r 



d'oii 



M d^_ M da 

an'* d(M} ~~ in'* a* ddi 



ou bien, en rempla^ant ^ par sa valeur (7), 

da 2n'*a* fO\l\/^ <^ . f~2 2A T^\ 

ou encore, en ayant egard aux valeurs ci-dessus de 9 et de ^, 

da __ 2n'a* F oiLy//? A __ £ ^ a{i — e*) 1 



ou, a cause de la relation - = , 



I -4- ecosiv 



,^j. da _^ in' a* { 2([L\fp X^sincvN 

On a ensuite 

p — a{i — e*). 
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d'ou 

dtti dui d(Mi 

En remplacant ^ par sa valeur (V) et reduisant, il vient 

,-.--. de n'\/pCill/r p\ n'\Jp^ , 
(VII) -7- =: — =- — ( ^1 ;=f-3T;.sin<v. 

^0) ^M ^ \« 'V y/M 

On en tire sans peine, en designant par // Tanomalie excentrique, 

-J- = —^ [Ssinw'-4-T(cos« -i-cosf»')], 

ce qui est d'accord (*) avec Texpression (A) de --r (t. I, p. 433). 

On remarquera qu'Euler a obtenu les formules precedentes en supposant que 
les integrates premieres 

conviennent egalement au mouvement elliptique et au mouvement trouble, 
pourvu que, dans ce dernier cas, on considere a eip comme des variables. 

34. Soit GT la longitude du perigee; on a 



w:=z V — CT, rzzz 



I -h e cos (i^ — CJ) 



dr 

En formant Texpression de ^ dans le mouvement elliptique et dans le mou- 
vement trouble et ecrivant que les deux valeurs sont egales, on trouve 

e , ^dv r dp r* V , [ ds^ djs\ del 

p dt p dt p L \^^ ^^ J dt] 

d'oii, en reduisant et introduisant dio, 

dxs dp de 

er sm w -j- = -/- — r cos w -=- • 
ack) ao) aci) 

Rempla^ons ^ ^t ^ par leurs valeurs (V) et (VII), et il viendra, apres re- 



(0 Ici S ne comprend plus rattraction terrestre. 
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(luction, 

dw n's/pi^ . .^.^ r coscf^/r />M I 

ou, a Taide d*une transformation facile, 

(VIII) e^ = '-^ r^ cosii^ - OK (i -4- -^ sinivl . 

On en tire aussi 

e-^ — V^ _Scos«^-hT ( i-f- - I sinw , 
^^ V^ L \ pJ A 

ce qui est d'accord avec Texpression (A) de -j- (t. I, p. 433). 

On voit done qu'Euler faisait varier les elements elliptiques et qu'il avait 
trouve les formules exprimant leurs derivees a Taide des composantes de la 
force perturbatrice. II a developpe ces memes formules d'une faQon encore plus 
claire dans son Memoire intitule : Nouvelle methode de determiner les derange- 
merits dans le mouvement des corps celestes causes par leur action mutuelle (Me- 
moires de l' Academic des Sciences de Berlin pour 1766). 

35. Ddveloppements de oil et x. — On a 

A* =: r* 4- r'* — a rr' cos y)» 



3 

1 \ « 



I I / 2r . r* \ 

^ = p-,('-7rcost) + pij 

I I 3 A* 3 f'^ 

^3 = 7i -H p^cosY) -4- ^ (3 4- 5 cosari) 4-. . . . 

En substituant dans les expressions (3) de dlL et de X, on trouve aisement 

^"^ a'»(^^^smar)4-3r« ^^^ +...J, 



Sf(o 



_ ,3/ I 4-3 cosat) 2 , 3 COSY) 4- 5cos 3tq \ 

\ ar* 8r* / 



On pent maintenant remplacer dans ces formules retr^ par 



;.- P jJ- P 

I 4- e cos w I 4- c' cos w' * 






[2//* f-t-^co»fv 8//* (n-ecosw)*^ ' J 

f X 1 - a'* I -t_^^ ^(i-i-3co«2r,)-H s^ ^; r^(3cosriH-Dcos3ti)-H.-. I . 



On aura en»uite 






d'oUf en designant par/;^. la valeur moyenne de p et posant 

(10) m^ :^ M— -^-h^^'Wi-hecoSif)*; 

^ est une petite quantite dont on a neglige le cube dans le developpement de 

(i 4- ly^f m=^ ^-^ (^j difTfere trfes peu du rapport du raoyen mouvement du 
Soleil k celui de la Lune. 

On fera aussi 

et V sera une petite quantite (7^ environ). 

Substituons les valeurs de on, X eip^ dans (Y), et nous trouverons, en ne- 
gligeant ^ dans les termes qui contiennent v en facteur et en rempla^ant -7^ 
par I -f- 30'' dans certains termes et par i dans d'autres, 

-j^ = — m 3(i -4- $)■ (i -f- 3e'*) (i -h e' cosw')* (i -h cosw)-« sinari 

4- tv(i -f- e'cos«p')*(i -i-« cos «')-*( sin yj -h 5sin3rj)-h. . . , 

d'oO, en d(^voloppan(, n^gligoant ^\ e\ e'^ et reraplacant les produits de sinus 
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et de cosinus par des sommes, 

— -7^ =— 3 ( I + -^*-h -e'M sinarj 4- 3^' sin(2ri — »r) -^ 3csln(2r, -4- ir) 
//^ ^/oc \ 2 Si / / V / 

— ^— sin(2Y) — (T'M — ^— sinC^Yi -h cr') 

2 2 

— ^,- sin(2Y) — 2iv) — *^ sin (210 -H 2(f) 

— ^-y- sin(2Tn — 2ti^'') — ^-T- sin(2Y3 m- s^iT-') 

4 4 

-h - — sin(2yj 4- n* - tr') -|- ^^ — sin(2ri — (r -h tr') 
-f- i^ — sin ( 2 r< — w' — (v' ) -i- i^^ — sin ( 2 Y) -4- tr -h tr ) 

2 2 

Jsin2Tn H — ^fesin(2ri — i^v) n f esin(2ri -4- <v) 

2 2 ^ 2 

— -^^sin(2yj — iv') T-^e'sin(2ri 4- <r') 

4 4 

3v . i5v . « 

T- siOY) 7- sin3yj. 

4 4 

36. Euler se propose ensuite de determiner d'abord les inegalites de la Lune 
qui sont independantes de i'inclinaison de son orbite, de i'excentricite e' du 
Soleil et du facteur v (celles qui contiennent en facteur v, v^, ... sont desi- 
gnees sous le nom d'inegaliies parallacliques), 11 faut done faire, dans ce qui 
precede. 



s 



t f y\ '^ Pa 



Les formules se simplifient et deviennent 
c.« 3 , w. sin2rj 

.m= pj,4-5) 






2* I -h eCOSiV 

^ I , >.x '-+- 3C0S2Y) 

2^^ x-^ ecost^p' 

c^Yi dv 

ddi d(ti 

^ a / . rJ sin2Y) 

ao) (i -4- ecosup')* 

de I , vvl r 3sin2Y) , , . i4-3cos2Y} . 1 

-7- = -m(i 4-f)* — 7 •, (e -f- 2Cos«'-4- ecos*ii^') H sinn' 

-^^ -^ ^ L (i4-ec0Sir)* i-f-e^iO.SiV' J 



e 



dm I , ^^4 r 3 sin 2 Y) sin i*', . i-4-3cos2Y) 1 . 

-7-= m(i-}-t)- 7 -r(2 4- ecosii') H COSir . 

r/co 2 L(i4-ecosw)* 14-ecosii' J 

T. - III. 10 
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En d^veloppant suivant les puissances de e et de \, on pourra ecrire 



(A) 



(B) 



dl 
dfji 


/wVAy sin(2Y) -+-yV), 


de 

dr,i 


m^ B/,ysin(2fY} -f-/V), 


dfs 
df,) 


m^ dj cos {2 in -^/n); 


dv _ 

dr,i 


— V D/COSi«', 


d-n _ 

dw 


dv 


d\v 


dv dxs 


d(*i ~ 


dfji d(t) 



Dans les formulcs (A), les quantites Ay, B/,y et Qj sont des polynomes en- 
tiers en ^ et $ ; Findice i est egal a o ou a i . Les coefficients D, sont de la meme 
nature quo Ay, B/^ et C,,y. 

Euler inthgre les equations precedentes par des approximations successives, 
on employant la metliode des coefficients indelermines. II suppose d'abord 

^zzio et e = const. =^. 
Les formules (A) et (B) donnent, dans cette hypothese, 



d(Mi 



-T- = I -h a© -^ «i cosfv H- . . . , 



( L) { — zzi a© -+- «! COSir -+-..., 

di%* 

— = j3o-l- (3, C0Sir4-'j3, C0S(2Y)— «•) -h (3, C0S(2TQ -4- iv)-h. . . , 

(D) ^ = m2 A)»^ sin(2Y3 -^jiv). 

(»') dZ^""'^^'^ sin(airj-4-yiv), 

oil les coefficients a,, ^,, Ay*\ By®* sont des fonctions connues de g et de m. 
Pour rapproximation suivante, Euler suppose 

(K) ; = cl.cos2Y} -h \»^cos(aYi — iv) -+- € cos(2y) -+- w) -+- 

Kn diflerenliant par rapport a to et rempla^ant ^ ^^ ^ pa^ leurs valeurs (C), 

on trouve uno expression que Ton peut developper suivant les cosinus des mul- 
tiples dos arguments r^ et ivi elle devra etre identique a (D). On trouvera, en les 
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identifiant, des relations qui determineront les coefficients cl., ub, e en fonction 
de g et de m. 

Si Ton pose de meme 

e = g -+- Acos{2n — (v) -+- Boos (an -h iv) -h Ceostv 

(E') { -i-DC0S2TQ -t-EC0S(2Tn — 2W) -t-Fc0S(2yj H- 2^^) 4- GC0S2fV 

Hcos4Tn 4- J cos(4Tn — 2^v) 4- K 005(4^0 -+- 2w) 



et que Ton differentie, on trouvera, en remplaQant ^^ ^t ^ par leurs va- 

leurs(C), une expression de -^y qui devra etre identique a (D); on en de- 

duira les expressions des coefficients A, B, ... en fonction de g et de m, 
Euler se borne ensuite a 

^ = Xcos2y3, 

e^=g -{- Acos(2rj — w) -\-B cos(2Tn 4- ^^) 4- Ccostr, 

d'oii 

I I A , X B , , C 

- = 5C0S(2YJ — W) r C0S(2Y) -\- w) iCOStr. 

e g g^ ^ ^* S" 

En portant ces valeurs de $, de e et de - dans Texpression (A) de ^^ on trou- 
vera une expression de la forme 



d(t} 



= 2 E/,y cos(2fY) 4-yVv), 



oil les coefficients E/j seront connus. Les relations (B) donneront d'ailleurs les 

developpements de -^i -^ et -j^- 

On recommencera les calculs en prenant pour point de depart les expressions 
(E) et (E') de ^ et de e. L'agencement des calculs demanderait a etre precise 
et developpe. Euler a fait de cette fagon une serie d'approximations numeriques. 
Le coefficient final de (o dans gj est tres important, puisqu'il donne le mouve- 
ment moyen du perigee; Euler a emprunte sa valeur a Tobservation, parce que 
sa determination directe suppose que tous les autres coefficients soient con- 
nus tres exactement. Sa methode presente un inconvenient assez grave, tenant 
aux petits diviseurs g^ g^y ^', ... qui s'introduisent par le developpement 

de -• 
e 

II convient enfin de remarquer que les arguments finaux y) et «^ ne sont pas 

proportionnels au temps, ce qui constitue un autre inconvenient. 
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CHAPITRE VI. 



DELXl^ME THEORIE DE LA LLNE, D'ELLER. 



37. Cette »econde theorie e»t developpee dans un gros volume public en 
1 772 »ou» le titre : Theoria Motuurn Lunce nova niethodo pertraclata... incredibili 
itudio atque indefesso labore trium Academicorum J.- A. Euler^ W.-L. Kraffi, 
J.' A. Lexell; opus dirigente Leonhardo Eulero. 

Nous croyons interesser le lecteur en reproduisant le commeneeinent de la 
Preface d'Euler : 

a Quoties jam quadraginta abhinc annis theoriam Lunae evolvere ejusque 
motum ex principiis gravitationis receptis definire sum conatus, tot semper ac 
tantie difTicultntes se obtulerunt, ut labores meos et ulteriores investigationes 
abrumpere sum coactus. A principiis enim mechanicis tola quaestio statim ad 
ternas aequationes difTerentiales secundi gradus reducitur, quas non solum 
nullo modo integrare licet, sed etiam adproximationes, quibus utique in hoc ge- 
nerc est acquiescendum, maximis obstaculis impediebantur, ita, ut nnllo modo 
perspicerem, quemadmodum ha^c investigatio ex sola theoria, non tam absolvi, 
quam tantum aliquatenus ad usum accommodari posset. Principio quidem plu- 
rimum desudavi, ut memoratas illas a^quationes differentiates ad integrationem 
perducerem; continuo autem magis magisque intellexi, omnes labores hujus 
generis inutiliter insumtum iri; neque etiam hujusmodi integrationes admo- 
dum sunt desiderandae; facile enim intelligitur, formulas integrates maxime 
futuras esse prolixas et intricatas, ita, ut inde nullus plane fructus in usum As- 
tronomia^ expectari posset. ...» 

11 y a la, au sujet dc Tintegration rigourcuse des equations differentielles 
du probleme des Irois corps, une opinion d'Euler qui demandait a etrc repro- 
duite, et qui coincide, du restc, avec celle que Clairaut avait emise anterieure- 
ment (p. (J/j de ce Volume). 
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Etablissons d'abord les equations differentielles qui servent de point de 
depart. 

Prenons pour origine la Terre T, pour plan des xy le plan de Tecliptique 

suppose fixe. Soient a^o^jo* ^c ^- V^^o'+"Jo"'"^o '^^ coordonnees de iaLune L, 
x\y , o, r' = \lx"^ -f-y^ celles du Soleil S, A la distance SL, m! la masse du 
Soleil, /Wo la somme des masses de la Terre et de la Lune. On aura, pour deter- 
miner le mouvement de la Lune, trois equations differentielles 






Euler prend pour variable independante Tanomalie moyenne C du Soleil et 
pour unite de distance le demi grand axe a! de Torbite du Soleil, ce qui donne 

d%'—n'dt, /l'»a'*z=/^'*=:f(//^'4-mo), 

soit en outre 9 la longitude geocentrique du Soleil, de fagon que 

07'=/' cos 9, y ^^ r' ^\x\(^, 

Les equations differentielles pourront s'ecrire 



(^) 





/^ /'' cos 9 — .ro 


C0S9 

• 


^V A» 


r'« 




//''sin9-jo 


sin 9 


r'« 




-So 

/^A"'' 





A* = (j^'o— - /•'cos9)*-h(/o— /*'sin9)*-h z\. 

38. Euler introduit deux axes mobiles tournant d'un mouvement uniforme 
autour du point T dans le plan de I'ecliptique et les coordonnees X et Y de la 
Lune par rapport a ces axes. On aura done 

d}l 
(3) j:o=X.cos/ — Ysin/, 7© — X.sin/-h Ycos/, ^o = Z, -t-t-izio. 



dt^ 



On en tire sans peine 



^»X dl d\ dl^ _ r/'^, . d^y^ 

./*Y^ dl d\ ^ dr- . .d^xo ,d^y. 
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d'oii, en rempIaQant -^7/ et -^^ par leurs valeurs (2) et posant 



(4) ^^ = i8o«-l-/— 9, 

dl d\ dl} vX /X4-_r^cosq^ cos+\ __ 

,^. ] d}\ dl d\ ^dP vY /Y — r'siniL siniLX 




(6) 



vZ uZ 

r«=zX«-t-Y*+Z*, 

A«= r'«4- X«-+- Y*-f- Z*-h 2r'(X cosij. — Y siinj^). 



Euler prend Tangle / egal a la longitude moyenne de la Lune, de sorte que 
I'axe mobile TX passe constamment par la position moyenne de notre satellite; 

2^ sera done egal au rapport des moyens mouvements sideraux de la Lune et 

du Soleily 13,3689.... On fait ainsi 

(7) ■^'"''^"^'' m = 12,3689= —^^^7 — 

X Y Z I 

39. Les rapports —,y —y - sont petits, au plus egaux a 7— • On pent deve- 

lopper ^ en une serie tres convergente suivant les puissances des rapports en 
question; on trouve, en negligeant seulement les quantites du troisieme ordre, 

I _ I ^^cos4' — - Ysin<J; 

SScos'ij; — 'y« 3 5 sin'd* — I -,j 3 Z^ i5 sirnl'cos^' ^y 



2 r 



dl 



Si Ton porte cette valeur de ^ et aussi I'expression (7) de ^, dans les 
equations (5), on trouve qu'elles deviennent 

d^\ , s^ , N«v ^X ^Scos'ij. — I 
o = -^-2(/n4-i)^, -(/n + i)«X-h-^ -fxX pf 

J -.sinij^cos^' 3 ^^ 5cos'v{; — 3cos<j^ 3 ^^ 5 sin'^* cos4> — cos ^ 
(a) ^ -4- ofxY -p-^ h -ft A ^77^ *" 2^ '^ P* 

3 ^, cosij^ ^^ 5cos*^sin<J; — sin^ 
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et 

o=^-H2(m4-i)^-(m4-i)«Y-h-^4-3fxX ^^^j^ 

, j 3sin'4' — J 3 ^, 5 cos* 4^ sin ^ — sin^ 3 ^^ 5sin*4> — 3sin4' 

cr«Z vZ aZ , „XcosiL — Ysinij^ 

(O o = ;^. -+- 7^ + ^ - ^f^Z ^^ ^ • 

40. Soil /' la longitude moyenne du Soleil, son anomalie moyenne estC; 
nous la supposerons, comme Euler, comptee a partir de I'apogee. 9 etant la 
longitude vraie du Soleil, on aura 

5 

(p = /'— 2e'sinC'-l- -7 e'^ %mi^' -\- 

4 

On neglige e'^, et Ton pose 

TQ = /-—/' = longit. moy. C — longil. moy. © ; 
il en resulte 

d'oii, en ayant egard a la relation (4)» 

4»=i iSo'^-t-r} -+- ae'sinC, 

puis 
(8) { 

sin4' = — sirnn — ae' sin C' cost}, 

cos^* = — COSY) -h ae'sinC sinr), 

On a ensuite, avec la meme precision. 



r'= I -f-e'cosC -75 = I — 3e' cost', — = i — 4«'cost'; 



il faut substituer, dans les equations (a), (6), (c), les developpements precedents 
do sin 4', cos 4', r\ et il convient de transformer en meme temps les puissances 
et produits de cosinus en cosinus de multiples des deux arguments r\ et X,'. C'est 
I'objct du Chapitre VIII de la Theorie d'Euler. Nous ne donnerons que Ic resultat 
qui concerne I'equation (a), et nous ferons en meme temps avecEuler (Ji= i. 
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On trouve alors 

I o= ^,--2(m-M)^, -(m-M)»X-4- ^, 
X(n- 3 cos 2 7}) -h - Ysin2Y) 

2 ^ 2 

3 3 

— 5 X'(3cosy) 4- 5 cos 3 Y)) -+- 7 XY(simn -h 5 sin3rj) 

o 4 

3 3 

— - Y'(cosy) — 5cos3y}) -h -Z^cosm 
8 ^ 2 



(«') 



3 
4- ^e'X[2 cosC'-+- 7COs(2Tn — C) — cos (210 -+- C')] 

3 

- je'Y[7sin(2Y) — C) — sin(2Tn -h D] 

4- |e'X* [9C0s(y) - O -+- a5 cos(3y) — + 3 cos(y) 4- ^ ) - 5 cos(3y) -f- D] 

- ye'XY [3 sin(Y) - C) 4- 25 sin (3y) — K') 4- sin(y) 4- C') - 5 sin(3y) 4- Dl 
4 

4- I e' Y* [3 cos(r) — O — 25 cos(3yi — C') 4- cos(y) 4- C') 4- 5 cos(3y) -h C')] 

- ^e'Z* [3 cos(r) - C) 4- cos(y) 4- O]. 

41. La distance moyenne de la Terre au Soleil ayant ete prise pour unite, la 
distance moyenne de la Terre a la Lune, que nous representerons par a, sera 

une petite fraction voisine de 7 — II convient de remarquer que, la Lune s'ecar- 

tant assez peu de sa position moyenne, les coordonnees X, Y et Z diflereront 
assez peu de a, o et o. On pourra done faire 

(9) \ -^- a(\ -h a:), Y = ^v, Ts^az, 

et les nouvelles variables x, y, z resteront constamment assez petites. On aura 



I I -i 



77 = -3[('-"^)'-+-7'-^^'] 
II convient de poser 
(10) -,-^1 

^ ' or 

et de se faire immediatement une idee de I'ordre de grandeur de X. On a 
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d'oii 

eif par suite, 



> = (^.)'-'79 



On aura ensuite 



On pourra developper cette expression suivant les puissances de x^y ct s. En 
substituant dans (a') le developpement precedent, ainsi que les expressions (9) 
et supprimant le facteur a, il viendra 

d^jc ^ ,dy . , 3 3 
o = -j;tj^ — 2 ( m 4- I ) -3:^, -HA — m— 2 m cos 2 rt 

(«') { / . . 3 A 3 __ . 3 



/ , 3 A 3 3 . 

— X- ( m* 4- 2 m 4 h 2 / I jr cos 2 ri 4- - v sui 2 yj 

\ 2/2 2*^ 



On a pose 

\ z=z a ( I 4- X* ) ; 

on determinera a de fagon que x n'ait pas de partie constante. Or on verra plus 

tard que x sera donne par une seric de cosinus et y par une serie de sinus, de 

3 
sorte que, en substituant dans (a"), le terme constant X — m^— 2m . qui 

est seul de son espece (*), devra necessairement s'annuier, ce qui donne 

1 

X = (m 4- 0' 4- -> puis rt — f =- j . 

Euler prend 

m 4-1 = 1 3, 368 903 . . . , X =1: 179,228 928 .... 

au lieu de 179,227567 qui resulterait de sa formule. 

Nous aliens ecrire completement les trois equations differentielles que Ton 
deduit de (a), (6), (c) pour determiner x, y, s. 



(1) U pourra y avoir d*autrcs termes semblables, mais ires pclils, provenant des termcs suivants, 

3 
qui contiennent x*, x', . . ., de sorte que la diff6renco X — m*— 2m — devra ^tre tres petite aussi; 

les termes correctifs modifieront , comme on lo verra plus tard, les mouvemeDts du p6rig6e et du 
noBud. 

T. - III. 1 1 
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/ (P.v , dy .^^ ?t 3 3 . 

' « — :/w7 - - '^(''' -i- ') -;^ — ^^^^ cos a ri vccosari -+- - vsinayj 

of fl^C ii 2 2 "^ 

-f-3X:r»— ->.(^»-t- j«) — 4>.x»+6>.a:(y«4-c«) 

3 3 

/ A V ; ■" 5 « (3 COSY} -+-5cos3y3) -+- '7 e' [ 2 cos ?' 4- 7COs(2ri — C') — cos(2y} -h C')] 

(A) { o ♦ 

3 
-+- je'j?[2C08C'-h 7COS(2ri — C') — cos(2Y3 -h C')] 



3 



d}y (Lv 3 3 3 

o — -ZT^ -h 2fm -+- I) ^: -1- -sin2yj -h - jrsin2ri -H - )'C0S2Y) 
e/C* * e/C' 2 2 2*^ 

3 

3 3 

I -+- Qa(sinyn- 5 sin3yj) - 7e'[7sin(2n - C) — sin(2Tn -f- D] 

(B) {81 

3 
— 7e'«2:^L7sin(2yi — D — sin(2ri -^ C')] 

3 
-+- ^e'y [acosf— 7COs(2yj ■— ^') -h cos(2yi -H V)] 

\ -4- , 

d^ z 3 

(C) = -T-^ -I- (X-h 1)5 — 3>d:^ + GXo:';; X-(j*-»- -') — 3e';;cosC' + 

Nous n'avons pas reproduit tous les termcs donnes par Euler; ceux que nous 
avons conserves suffiront amplement pour les explications qu'il nous reste a 
donner. 

42. II est aise de voir que x se composera d'unc suite de cosinus etj d'une 
suite de sinus. On pent verifier tout au moins que, en supposant qu'il en soit 
ainsi, il n'y aura que des cosinus dans le second membre de I'equation (A) el 
des sinus dans (B). Euler considerc a part les trois premiers termes des equa- 
tions (A) et (B) et il suppose que Ton ait troiive des valeurs approchees des 
termes complementaires, de sorte que les equations en question puissent 
s'ecrire 

It^Jt - 2(//<-^-i)^— 3>.^ = — ^M cos<2, 

oil 
dll I 

- ", — const. -.:=LCy A =: ( m 4- I )* 4 

a; 2 
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II cherche les valeurs dc x e\y sous la forme 
(12) o-nrVNcosii, J — VN'sinl2. 

En substituant ces expressions dans les equations (i i) et egalant a zero les 
coefficients de cosQ et de sini2, il trouve 

(c'-f- 3>) N -+- 2(m -+- OcN^im M, 

d'oii, en tenant compte de la valeur de A, 

2 M — M 2 M 1 — M' 

N -=■ r 5 > N' =r ;r ; > 

/,3) ; / — 2 — c* A — 2 — c* 

c* c 

Ces formules tomberaient en defaut si Ton avait 



c =: o ou c = v^X — 2 ; 

elles donneront seulement de grandes valeurs pour N et N', si la quantite c est 

seulement voisine de o ou de ^A — 2. 

Euler ne tient pas compte des integrales generales des equations (11) dans 
lesquellcs on supprime les seconds membres. Ces integrales sont, comme on le 
trouve aisement, 

1^?=:— 2 ^^. ' Bh — T-^ -(CsinaC— DcosdC'), 
/ = A 4- BC'-h C cos<7r-h D sin^r, 
en faisant 



= ^(rn-\-iy--^s/l-i, 



et designant par A, B, C et D quatre constantes arbitraires. x ne devant pas 
contenir de partie constante, on doit avoir B = o. 

On voit que les expressions precedentes de a: et de j introduiront Targument 



crC' 






c'est Tanomalie moyenne de la Lune. 
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De meme, Tequalion difTerentielle (C) pourra se moUre sous la forme 



d^z 



qui a pour integraie 

^= E cos y/xTTr + E' sin v/rrrr+ 2 ^'^'"^ 



c'->~i' 



L'argument \/X -^ i^'-hconst.,quis'introduitici, estrargument ade la latitude 
de la Lune. 
Nous remarquerons que Ton a 



v/rirTrzz/i'/y/(/n4-i)«4-^ = /i'f y/^ + ^=:/i/y/ 14-^ 2^ + const. 

On peut deja en conclure que ie perigee est anime d'un mouvement direct 
egal a ^^ ( « — l/i — 7 ^ ) et le noeud d'un mouvement retrograde egal a 

/i/(i — i/i-h-^j- La connaissance cxacte des mouvements moyens du pe- 
rigee et du noeud depend des termes complementaires dans la partie constante 
de Tequation {a"). 

On comprend ainsi qu'il y aura a considerer quatrc arguments fondamen- 
taux : 

Y) etC qui figurent deja directement dans les equations difTerentielies, puis 
I'anomalie moyenne de la Lune et Targument moyen u de la latitude. 

43. Euler suppose maintenant que les quantites Jo,y, z peuvent se develop- 
per en series convergentes de la forme 

(i5) { J — 0'-+-^P'-4-e'Q'-he'R'4-riS'-t-^er4-^'U'4-eeT'-he«e'V' 

z :■— ip -H ieq -f- ie^r 4- ie a 4- /*? -h law 

oil Ton designc par e el / des constantes absolues qui sont les valeurs moyennes 
de rexcentricite et de rinclinaison de Torbite lunaire;0,P, ...,0', P', ..., 
/?, y, . . . sont des fonctions des qualre arguments dont on a parle, lesquels sont 
de la forme a -h ^/. II substitue les equations (1.)) dans les equations diffe- 
rentielles (A), (B), (C), et egale a zero les coefficients des diverses puissances 
et produits des quantites e^ i\ e\ a. 
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II Irouve ainsi (rahord, en egalant a zero les termes independants des quan- 
tites precedentes. 



(i6) 



^0 






2(m -h l)-j;;r — 3X0 ( l-h 0)C0S2yi 

dC 2 ^ 

^0' sin2Y) -4- 3> (O'- i 0'«W 4>0»-h. . ,-^ 

. . dO 3 . rv X • 

2(/n -+- i);7p7 -+- -(i 4- 0)sin2r) 

c«<9 2 



O 



- 0' cos2y) - SXOO'H- 6X0*0' 

2 



-h . . .1= O, 



En egaiant a zero les coefficients de e, il obtient 



('7) 



^P 



~2(m4-i)^— 3>.P 



3 

- C0S2y) 

2 

3 . 

- sin2y} 

2 



^P' 






rfp 

2(m-4-,)^, 
P I - sin an — 

P'l -cosar) 
\3 



6X0 — iaX0'+6X0 



■•) 



-3X0' 



12X00'^ 



3X0' 



12X00'^ 



3X0+ 6X0 



»_|>0'*) 



= o 



H- . . . =r O. 



On voil que les equations (i6) ne contiennent que les deux fonctions incon- 
nues et 0'. Les equations (17) renferment et 0' et, en outre, les deux fonc- 
tions inconnues P et P'. 

En somme, pour x eiy, il forme vingt-six equations diflTerentielles en consi- 
derant les coefficients des quantites 



o, e, e', e»; 



e', e'Cf e'e^; 



a. ae, 



ae'; 



|^ 



re, 



i*e*; 



pour z^ il en forme cinq en considerant les coefficients des quantites 



• • 



/, le, /e', ie', I*; 



soit en tout trente et une equations dilTerentielles du second ordre. 



44. Plus de 45o pages de I'Ouvrage sont consacrees a Tintegration des trente 
et une equations differentielles dont nous venons de parler. Les coefficients 



iU% i\\yi*v% %mn% eteoninunf dan» len integnlei^* sont de§ fonctions de m dont 
on tw dHitnnind'. i$un \h% e%preh»ion» :^l^ebnque«« criai«» que Von ealcule Dume' 
i'\t\iii*mi*nL ijUkcuu Ah cen c'dlcnh numeriques j>':ippuie sur les precedents, de 
mivtii que rexaclitude doit diroinuer 2i«»«ez npidement* au fur et a mesure que 
Ton kyuHce. 

DonitonH quelque^ detail i^ur rinle^ration def» equations dO ). O et O' etant 
pieliti*, on pent prendre d'abord 

^_ ~y,(/w -l)-^T — 3/0— -COS2r, =o, 

^/«0' , ,//0 3 . 

(^eHt la forme (i i) avec 

2 2 ^;' C^' 

Kuler applique les formules (i 3) et trouve des valeurs approchees de O et O', 

= Nco82Y), 0'= N'sinar/, 

qu'il HuhHtitue dans les termes negliges d*abord dans les equations (i6), ce qui 
111 »in / sin y« 

entendre des termes en 4^. or], — 

•5 cos ' COS *' 

On applique de nouveau les formules (i3), et Ton trouve 

O - No-h Nj C082yj -h NiCOs4to, 
()':- N', sin2TQ H- N', sin 4-0. 

On calcule imm^diatement les quatre quantites 

ct)S2n -f- 6)i() — i2X0»-^ 6X0'% 

2 



qui figurent comme coefficients do P et P' dans les equations (17) que Ton peut 
maintenant cliercher a integrer. 

Sans introduiro directeinent Tanomalie moyenne ^ par Tintegration meme, 
ooninie nous Tavons indique page 83, Euler suppose que les expressions de P 
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ct P' sont de la forme 

P I=(3C0SC-+- 7, cos (2 7} — C) 4- (5, COS (2 7} -h C) 

-h '/4 COS (410 — K) 4-54Cos(4yi -hC) 

P'=: j3'sinC-+--/j sin(2Y) — ?)-*- ^'j sin(2yj -+- C) 
4--/; sin(4y} — ?) -^-^l sin(4Tri-l-C) 



P et P' ne contiennent que sin!^ et cos^, comme cela doit etre, puisque P et P' 
ne sont accompagnes que du facleur e. 

Euler emprunte aux observations la valeur numerique de la quantite ^> ce 

qui revient a dire qu'il ne cherche pas a trouver Texpression theorique du mou- 
vement de Tapogee, mais qu'il accepte des astronomes sa valeur numerique. 
Des lors, il est facile de comprendre comment on pent integrer les equa- 
tions (17) par des approximations successives, en negligeant d*abord les termes 
les moins importants. 

II en est de meme pour Targument u de la latitude; la derivee ^ est tiree 

de Tobservation; il en est de meme, par suite, du mouvement du noeud. Euler 
arrive finalement, pour x^y, z, a des expressions de la forme 

a: 
(18) x=2'^^''''" '''' ^*"(at-ha'C'-+-a'^Y)-ha^w), 

ou V, v', v" sont des entiers posilifs et a, a', a" des entiers positifs ou negatifs; 
seulement il n'a jamais suppose v'> i ; autrcment dit, il a neglige le carre de 
Texcentricite de Torbite du Soleil. 

Nous croyons devoir presenter ici une remarque importante d'oii il resulte 
que la methode adoptee par Euler ne pourrait pas fournir les elements d'une 
iheorie rigoureuse. Les recherches ulterieures ont montre, en effet, que, dans 
les expressions (i8), si Ton fait 

J = bC'4- const., u — b'Z'-h const., 

les coefficients b et b' peuvent se developper en series convergentes procedant 
suivant les puissances de m, e^, e^ et P. Par consequent, on ne pent pas, comme 
Ta fait Euler dans les formules (i5), developper x, y, z en series convergentes 
suivant les puissances de e, i et e\ ou du moins les coefticients P, Q, R, ..., 
P'» Q\ R'» ..., ou au moins quelques-uns d'entre eux, cesseront d'etre des 
fonctions periodiques et contiendront C en dehors des signes sinus et cosinus. 
Par exemple le terme eP devra contenir une partie telle que e x Hc^2^'*; done, 
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au lieu d'avoir dans x le terme e'R, il faudrait prendre e'(R -+- HC*). Au sur- 
plus, le calcul precedent semble bien lui-meme se charger de fournir ces par- 
ties genantes, car nous avons deja trouve dans les formules (i4) un terme en C; 
il en amenerait d'autres en C^ dans les equations suivantes. Euler n*a pas ren- 
contre cet inconvenient parce qu'il ne s'est jamais preoccupe des integrates 
generates de ses equations differentielies, mais seulement des solutions parti- 
culieres. 

N6anmoins Tidee d'Euler de partager les inegalites en divers ordres, de 
calculer d'abord completement celles du premier, d'en deduire celles du 
deuxieme, etc., est une idee heureuse, permettant de separer le probleme en 
plusieurs autres, et elle a ete recommandee encore dans ces derniers temps par 
MM. Adams et Hill. 
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Th6orie de Laplace. — Celte iheorie peut etre consideree comme le deve- 
loppement de celles de Clairaut et de d'Alembert; raais la methode est singu- 
liferement perfectionnee; les calcuis s'enchainenl d'une facon systematique. 
Toutes les inegalites du second et du troisieme ordre sont obtenues et meme 
quelques-unes du quatrieme; les Tables qui resument la theorie representent 
les positions de la Lune a moins d'une demi-minute d'arc pres. Dans le cours 
de ses reclierches, Laplace a fait plusieurs decouvertes fondamentales dont 
nous parlerons en temps utile. 

45. Equations difF6rentielles et fonction des forces. — On prend pour 
origine des coordonnees le centre de gravite de la Terre, pour plan des ccy le 
plan de Tecliptique de lySo; soient ^, j, z les coordonnees rectangulaires de 
la Lune et r son rayon vecteur. On introduit, au lieu de x, y, z, les variables 
I/, V et 5, definies par les formules 



COSi' sill r .V V I -+- v 

X = > y =: , z =:z -, r z=L ^ , 

U ^ II u u 

de sorte que v est la longitude dans le plan des xy, u Tinverse de la projec- 
tion du rayon vecteur sur ce plan et s la tangente de la latitude de la Lune au- 
dessus du meme plan. Si Ton prend v pour variable independante et que Ton 
designe par (2 la fonction des forces et par h une constante, on aura (t. I, p. 90) 



h^ii* Ov dv h* du h^it ds 



(0 



: fd^u \ / 2 rail dv 

(— \( ^ r^^\ _L_ ^ ^ ^ ^12 I H- s^ Oil _ 



di — 



di 



, . / 2 rd9. dv 



T. - III. 12 
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Si Ton ftuppo$ie Ips unites choisie?) de fa^on que la constante f de rattraction 
soit egale a i et qu'il en soit de meme de la s^omme des masses de la Terre et 
de la Lune, on aura 



-___ -- /w --f^ ) 



j/, y, 5', /^, /w' sont les coordonnees. le rayon vecteur el la masse du Soleil, 
1 sa distance a la Lune. On a (t, IL p. 'ijo) 

P, COS^, P, --COs'^— > P, ---cos'^ cos^, ..., 

'i 22 2 



, x.r' -j- yy n- J5 
rr ' 



la serie qui represente -r est tres convergente parce que le rapport -j est petit 

et voisin de 7- • Soient, pour le Solcil, u\ v et s' les quantites analogues a 1/, i^ 
et $. On aura 



(2) 



, cosr' 

r'— 7—, 


•^ 11' u' 

^ C0S(^'— i'') -T-5j' 






UV9 -/ — "■ . — : . • 





L'expression de -r donne 

En rcmplacant cosO par sa valeur (2), negligeant 5'', convertissant les puis- 
sances dc cos(i' — {^) en cosinus des multiples de ^ — / et substituant dans 
Texpression dc Q, on trouve sans peine 



m'M'* 



(3) ( 8w 



-H -„-3- [3(1 — 45*) cos(^' — t'') 4- 5 cos(3r — 3i^')] 



m'» 



4- 3m'— r 55'cos(t^— r') 



On a laisse de cote, dans Texpression precedente, le terme -j qui n'intervient 
pas dans les derivees partielles de Q. 
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Le deplacement de I'ecliptique est tres faible et tres lent; s'il etait nul, on 
aurait constamment5' = o. Laplace avail cru demontrer que la supposition de 
s'=o n'entraine aucune modification appreciable dans les coordonnees de la 
Lune; nous verrons dans le Chapitre suivant que cela n'est pas tout a fait exact. 
Le premier terme de £1 repond au mouvement elliptique; le second, qui con- 

tient en facteur — > fournit les inegalites les plus sensibles de la Lune; le troi- 
sieme, qui est multiplie par -^> fournit ce que Ton nommc les inegalites paral- 

lactiques, parce que, comme on verra, elles contiennent en facteur le rapport -, 

des moyennes distances de la Lune et du Soleil a la Terre et peuvent servir a 
determiner la parallaxe du Soleil. 

Les termes en — ^ jouent un role tres peu important, et nous pouvons ici les 
laisser de cote sans inconvenient. 

46. Bornons-nous, pour le moment, a 



a = 



II m' w" 



H — 7— T- [i 4- 3cos(ai' — ar') — 2.^*1. 



Si nous formons j-' ^— ^^^ -j ' ct si nous.les portons dans les equations (i), 
les deux premieres deviendront 



(4) 






(5) 



I <Ps 3 m' u'^ , , ,,, 

I S-i -+- * ^- - TT ^v •'[' -^- C0S(2«' — 2t'')] 

i 3m' u'^ ds . , . 3m'(d^s \ r u'^ . , 



Si Ton suppose m'= o, on obtient le mouvement elliptique de la Lune, et les 
equations precedentes deviennent 



d}s d}u I 



--f-.^-=o, 



-h // = 



La premiere donne, endesignant par y et deux constantes arbitraires, 

(6) s - y sin(i- — S*), 






xf « 



v 



/'• ' y.- * T.- ■ — :^ J' 



^>li<>; ^d^uuUou 'rM fitt!*-f]>lt/r^ ^'f^WW*- OU ^\u a»*^U«r di«iefltte»t. ♦•D d^^WUBt ^ 



/ it' t y 

*"$$ 4k^if(t$'4Ui \t'4r ^ •'i m i\^nx riouvellet^ ^um^Utuieh tstrhlir^irei^. 

Ot$ \p^Mi r*tm'4rt\Hi*r i\H** \*t^ fonnule^ du mouvtfm^ni ellipliqu^* >ODt iei on 
(i<fM i'MiH\$\u\Hi'M%, |^r^'<' qti^f b iprojuHion de rorhile feur le plan de> jrr n'a pas 
pour toy.r U* point T, 

i'M**fKUi$u% \'4 %v^miu'MUou iiHOfneirU\UH iUt •% 0, <? el cj: est la longilade du 
Ui$iu4, i'/dr^ pour i^ 0, la forniiile ^0; donne # -r o et, par suite, z = o. Faisons 
un<? Wptr^t %pUi*yu\Hit hshuI pour centre le centre de la Terre; soit L one posi- 



f-ijf. < 



/. 



wTJ 




tioh <|ue|rjHM|ije de la Ijjne, ahainHonn Tare de grand cercle LP perpendiculaire 
^wv >iy ijiff. <l;. I.e triangle Hplieriqne rectangle NPL donne 

nu Ineii 

s Hiii(r 0)taiif;PNL. 

Mil r(Mn|MirHnl re reniiltat ii re(|iiiili<)n (i\), on voil que 

'/ laii^PNL lan;<enle de rinclinaison. 



1.1* HH^Mie Iriangle donn 



rosPL sinNP sliiNL cosl*NL, 
rt)8PL I'osM* c.osNL 
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ou bien, en faisant .rN -h NL = r„. 
On a ensuite, en ayant ej^ard a (7), 



• — ^'±_'^*— //*(i-^--/M 

, _^ ^ __ _ _ _ _ 



OU encore, en verlu des relations (8), 



/• =: 



I -h e cos(('o— 0) C0S(CT — v) H ^^-5^ — : ^ I 

L V « -^ /' I 

Solent tzTo = o^N -h Nil la longitude du perigee dans Torbite, a et e^ le denii 
grand axe et rexcentricite; on a, comme on sait, 



,._ a{i — el) 



I -+- e?oCOS(i'o— CTo)' 



la comparaison de ces deux expressions de rnous donne 



[, , ^, sin0sin(cj— 0)1 
COS0COS(CT— 9) =£iz= -' I 
Vi4-y» J 

[. , , ., cos0sin(c5 — 0)1 
siny cos(cj— 0) -^ , j 
V/ 1 -^ y« J 



eo sin Wo 



d'ou 



/ ^x • / rx esin(cj — 0) 
e?ocos(cjo— 0)= ecos(GJ — 0), ^o sin(cJo — 0) = . — 



e^zzzei/--' ) 



tang(cj — 0) 



tang(cJo— ^)- 

(9) \ V»-^-7 



a ^r^ 



, I -L- y* COS-(CT — 0) 
I — ^' — 



. - / 



La seconde de ces formules muntre que si i'on mene Tare de grand cercle IIH 
perpendiculaire sur Torbitc de la Lune, on aura ^H = gj et cos IIH = -• 
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En n^gligeant les termes du quatrieme ordre, on aurait 

47. Le mouvement rapide des noeuds et du perigee s'oppose a ce que les for- 
mules (6) et (7) puissent etre considerees comme formant une premiere ap- 
proximation servant de point de depart aux suivantes. Laplace prend, en desi- 
gnant par c ct g des constantes voisines de I'unite, 

('^) \ v^i -+-5*4- ecos(cv — cs) 

II est facile de voir la signification de g et c. On pent ecrire, en effet, 

s — ysin\if — [9 -h (i — g) if] |, 

et si Ton se reporte au triangle spherique NLP de la^?^. 6, on voit que Ton a 

longitude du noeud =: 6 -\- {1 — g) v, 
longitude du p6rig6e =lxs -h (i — c)v. 

On voit done que les mouvements du perigee et du noeud sont representes 
respectivement par (i — c)i^ et (i — g)v. 

Les formules (10) representent un mouvement qui correspond a Tattraction 
de la Terre et a une certaine force perturbatrice (*), et c'est ce mouvement fictif 
qui sert de point de depart pour calculer le mouvement reel, en substituant 
les expressions (10) dans les equations (i). Les nombres indetermines c, g et 
quelques autres coefficients, que nous verrons bientot apparaitre, se determinent, 
dans le cours du calcul, par des equations de condition, de maniere a satisfaire 
aux equations (i). Mais nous commencerons Tintegration en faisant d'abord 
abstraction de Taction du Soleil, comme dans le cas du mouvement elliptique. 

11 faut d'abord exprimer / en fonction de ^; la troisieme des formules (i) 
donne, pour le mouvement elliptique, 

cil= J—; 
nir 

nous mettrons pour u la valeur (10) et nous trouverons, en negligeant y*, 

(11) u == ^, ' > I I-+- ^y« Hecos(cr — CT)— iy»cos(2^r-20)L 

—- = A'l 14- - (e*4-y*) — aecos(cr — cj) h — e'cos(2c^' — 2cj)4- -y*cos(2^r — 2 0) , 

(*) FoiPt pour rinterpr^tation g6om6trique de cetle transformation, une 6tude de M. Radau Sur la 
thiorie dex orbitex (Bulletin astronomlquey aoOl 1892). 



LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. QD 

d'oii, cn integrant, 

t = const. 4- At' ( I -+- -e'-f- - y*) i^ sin(ci' — cj) 

H 7 — ^miicv — 2Gj) H — -r- ^mi'^gv — 26). 

4c ' ig 

Les coeflicients de cette integrale sont un pen modifies par I'action du Soleil. 

Dans I'hypothese elliptique, ie coeflicient de i^ dans cette expression est egal a 

I 1 

- = a-*, ce qui donne 

hzjza^li e* y* 4- ties termes du 4" ordre en e et y j . 



(12) 



En portant cette valeur de h dans ia tbrmule (i i), elie devient 



(i3) 



£/ = - I -f- e*-i- ^ y*-h e(i -+- e*)cos(cv — cj) — ^ y* cos(2^v — 2©) ; 



on a neglige seulement le quatrieme ordre. L'expression trouvee pour / donne, 
en appelant ^^- la constante arbitraire, divisant par le coefficient de v et negli- 
geant les termes en e' et ey^, 

2 6 3 €^ y* 

(i4) nt-h B = v sin(ci' — cj) -4- -^sin(2Ci' — 2cj) -f- ^sin(2^t' — 26). 

On aura de meme pour le Soleil, en faisant / = o, 

3 

(i5) n't-he' = i>'— 2e' sin(c' v' — w') -f- jc'^ sin(2cV— 2©'), 

(16) w'nr — [i 4- <?'*-+- e' cos (cV— cj')]; 

le coefficient c' est d'ailleurs extremement voisin de i. L'origine du temps est 
arbitraire; on pent supposer £ = o, et, en faisant 

(17) -=m, 

on trouvera, par Telimination de / entre les equations (i4) et (i5) 

3 

(18) i''— 2e'sin(cV— cj') 4- je'*sin{2c'v' — 2111') = m^^ 4- e'— 2mesin(cv — bj). 

On n'a pas ecrit dans le second membre les termes en me^ et my^ parce 
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que ces termes sont du troisieme ordre et que cat ordre a ete neglige dans 

le premier membre; on a rcmplace, pour la meme raison, — par me. On 

tire de la formule (18), par des approximations successives ou par la formule 
de Lagrange, 

i;'i= /nt^-+- e'-f- ie' 's>m{c' mv -+- c'e'— cj') — 2 me sin (c^^ — rn) 

5 
-4- vc'* sin(2c'/nr-h 2c'€' — 2cj'). 

On pent supprimer i en convenant d'ecrire plus tard mv 4- 1' au lieu de mv. 
On aura ensuitc a substituer dans Tequalion (16) 

e'cos(c'r' — cj') = e'cos \^c' mv —xs' -\- id e' sin (c'/nr — cj')] 

=1^ d [cos(c'/;n' — cj') — id e' %\\\^{d mv — cj')] 
z=i e' cos{dmv - cr') — c'^-f- d^ cos{2d mv — 2x3'). 

II vient ainsi 

1 d =z mi' -+- 2d sin {d mv — gt') — line sin(6'i' — cr) -h 7 d^ sin(2c'mt^ — 2cj'), 

(-9) "^ 



i a'=: — 7 [i -+- e' cos(c'm(' — m') 4- e'* cos(2c'mi^ — 2cj')]. 



Les perturbations apporteront a ces expressions de d et u' des corrections 
Id et Sa, mais le terme /w^ restera le meme; dans la formule (17), n doit desi- 
gner I'inverse du coefficient de v dans Texpression de /, apres tons les calculs. 

48. II faut maintenant substituer dans les equations (4) et (5), ou du moins 
dans les termes multiplies par m', les expressions (i3)et(i9) de w, d etu\ 
On voit que, dans Tbypothese elliptique, la partie constante de u serait 



(20) 



-( i4-e*-f- ^y»-h Ae*-h He^y^-h Cy^-\- . . . j; 



Taction du Soleil altere cette partie constante de u, mais, a etant arbitraire, 
nous pouvons continuer a la representer par la meme expression (20), ce qui 
fixera nettement la definition de a. Seulement, n ayanl ete determine de fagon 

que le coefficient de v dans I'expression de / soit egal a -> on n'aura plus la 

relation n^a^ = i. On avait, dans Ic mouvement elliptique, d'apres la rela- 
tion (1 2) ou la troisieme des formules (9), 

cette relation n'aura plus lieu apres les perturbations, a ayant ete determine 
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d'une autre maniere ; mais nous pourrons calcuier line quantite a, par Inequa- 
tion 

(21) /i« — fl,(,_e«— /4- AV*H-...), h — >^la,(\- l^^—\y^^'-\ 

a^ etant une constante qui, sans Taction du Soleil, coinciderait avee a. Nous 
ferons ensuite 

(22) — ^ =/i'-^' — //ij; 

sans les perturbations, on aurait 

^' r= — -> mj =: — - =r /n*. 

n^ * n- 

Cela pose, si nous considerons les diverses parties de Tequation (4), nous 
trouverons d'abord 

rr^ u^ _ ni\ (a'u')\ 

^^ ' ' 2A* w» ~ 2a,(i — e*— y^) (aii)^ ' 

(2^) (a'u'y=z I-+- -e'-H- 3e'cos(c'mr — cj') -f- ~ e'*cos(2c'/nr— 2cj'), 



(aii)-'rz:i — 3 e^-\- T/'-*- e(i -+-e*)cos(cr — cj) — ^y'cos(2j^i' — 2$) 
H- 6e'-i-jy*-+-e(i-h e*)cos(ci' — cj) — -^ y*cos(2^r — 2^) I 
— lo e' 4- ^y*H- e( I -+- e*) cos (cr — cj) — -y'cos(2^r — 2 9) I , 

d'oii, en apportant autant de precision que possible dans le calcul du terme 
constant, pour une raison qui sera indiquee plus loin, et dans celui du coeffi- 
cient de cos (cs^ — tzr), parce que le coefficient de v dans I'argument est voisin 
de I et que le terme en question grandira par Tintegration, 

{011)"^^= I — 3^* — yy*— 3e(i -4- e*) cos(rr — w) 

4 

4-6 \-ieie^-\- 7y*) cos(er — cj) — ioe*cos*(ct' — cj), 

ou bien, enexprimant cos'(ri'— cT)au moyen de cos(ct' — trr) et de cos(3cr— 3gj) 

T. — in. 1 3 
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et ne retenani que la premiere partie. 



(25) 



(a//;-* — 



'-•-7/'-5(.-^'-/') 



^cos(cr — cj). 



Les rormules (23 >, (^^i) et C2>) donnent ensuite 



/ /^'i 



''':i ~T = ^('-^^'-*^'/'^' '■^;^'*) |'~ 77*-3(i-^^'-7»jecos)cr-w) 



2 A* //* 2a, 



]■ 



2 A* I/' 2/7, I 



I 



i ^ ^^ 1 



I -^ e- — -; '/ -^ ^ 



-^( 



I -i — e- -1 — e'^] e cos ( Ci 

2 9. / 



-^)\ 



En multipiiant cette expression par 

3 cos(2<* — •2I'') = 3 ros(2i' — 2/wr) 6/wecos(2r - - 2/wr — cr -^ bt) -f-. . . » 

et ne retenant que la partic principale de cos(2r — imv)^ et dans le produit 

cos(2r — 2/7jr) cos(ci* — xs) 

que le terme en cos(2r — imv — cv ->r cr), parce que le coefBcient de v dans 
son argument est voisin de i , on trouvera 



. 3m' u"' 



^... ^ 3/wjr . ^ 3-h4m , .1 

(26 but) —rz —7 co8(2f — 2r )rzi i cos(2(--2/?ii') ^cosiar — 'xmv — cr-hcj) 1. 

2/1* II* 2^, L 2 J 



Dans I e terme 



3m' //'' (ill . , ,, 

-TT / -^ sin(2r — 2r'), 



, (ill 



on pourra remplaccr ^/, u\ -j-^ sin(2r — 2i') respectivement par 



-» — :> — — sin(rt' — cj), sin(2t' — 2mi'), 
an a 



L'e qui donnera 



(V) 



3ni' m'* (ill . , 

—J- —r -T-Sin(2i^ — 21^') 

2/1* M* dv 



3mJ 

2^1 



cesin(ci' — xs) sin(2r — 2mr) 



3m{ , . 

-. — '-ecos(2r — 2/wr — cr -hcj); 

4«i 



on a laisse de cote le terme en cos(2^ — 2/ni» -4- rr — cr). 



Enfin, dans la derniere partie du premier membre de Tequation (4;, on 
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pouna prendre 

d^ u I , I 

d\'^ a a 

sin(2i' — 2 v') z^ sin(2i' — 2/;m) — 2/;ie?sin(2i' — 2//ii* — Ci' -h gj), 

- - =1 a* [ I — 4 <^ cos ( Ci' — © )J , 
ce qui donuera 

= ^ / Sin(2i' — 2^'') [l — 4t'C0S(ci — CJ)] di' 

— I [sin(2c — 2mi') — 2e?(i 4- /«) sin(2 i> — imv — cv -4- gj)] tA', 

d'oii, en integrant et remplagant le diviseur 2 — 2//1 — c par i — 'im, 

I Zm' (d*-u \ ru'' . , 
--^(^T^-^'Oj ^sin(2r-2.')r/r 

(28) < ^ ' "^ 

i 3//<J rcos(2i' — imv) 2(1 -f-m) ^ I 

r zzz 1 e?cos(2i' — 2/yii' — Ci^ -I- cj) . 

, ^1 L '-^ — ^''* ' — ^''' J 

11 ne reste plus a considerer que ie terme 

I 1/3 



— — I I .v' 4- . . . I , 



* A* V 2 

qui, en faisant 

5 — y sin(^'t' — 0) -h OA', 

et tenant compte de la valeur (21) de A^, donnera 

(29) — I -+- e*4- 7y*-T- 7 7* cos ( 2 ^'c — lO) - 3y sin(^'i' — 0)35 . 

h^i^i^s^)^ «, L » 4 J 

Si I'on reunit maintenant les developpements (26), (2G bis), (27), (28) 
et (29), on trouvc que Tequation (4) devient 






d}u I / , I ,\ m\ ( ,1,3,' 



3/w? ^ • o /ov / X 3//I? 2 — m . - 

; — ' (2 4-e*4- 3e'*)ecos(c«' — cj) 4 005(2^^ — imv) 

4 flf| 2flf| • 1 — HI 

3mJ 5 4- 4^^ / X '^ 9 / fl\ 

* — ecos(2i^ — imv — cr -^ cj) — 7— y- cos(2i'V — 2 0) 

2a, I — 2/?i ' :jaj ' 

— ysin(^i' — 0)05 = 0. 
a, 



MX) 
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On voit (jirori a conserve deux termes du second ordre en cos(2i^ — unw) et 
voH('Afr^f — 2OJ; les coefficients de i', dans ces arguments, son! voisins de 2. On 
11 ^^l\v^\k deux terrnes du troisieme ordre en cos(c^— cj) et cos(2v—2mv—cV'+'Xs) 
paire (|ue, les coefficients de i^ etant voisins de i, Tintegration abaissera ces 
lermes au second ordre, ce qui ne serait pas arrive pour les autres termes du 
IroisiSinie ordre. 

19. Faisons des operations analogues sur Tequation (5). Considerons dV 
hord le terme ; 7,- — r^* "^"^ pourrons prendre 



""-M'-^y-) 






—J ... /'I* [ I — /| 6'* — y- -h •/- cos ( 2 .;m^ — 2 ^ ) 4- 5 e* ] , 



.v~ ysin(^M' — ^), 



(1*011 



. . _ . __ jf — _ ! 



I -f- !>.6''-i- ^e'^ -I- y/* cos(2^i' — 2O) y sin(^r — 0), 



(1*011, en transformanl le produit sin(/,'^(^— 0)cos(2^^— 20)etne gardantque 
le terme en sin(g^^ — 0), 



(3o) 



'.i m' u'^ _ [\m\a 



'2 /<» m' 



^^,^_.^ei_ i.^2_^ .e'*jysin(^i^-©). 



On aura ensuite 



3 m' //'» 

- 7T - t A- cos ( 2 i' — 2 i'' ) 

2 /i* M* 



-; — ^— y sin(^'t> — 0)cos(2i'— 'imv)j 
2 <'/i 



(3i) 



3 m' u'^ 

- TV —V A' cos ( 2 r — 2 r' ) 
2 A- //^ ' 



3//i* . ^ ^^ 

— 7-^ y sin (21'— imv — gv-\-Q). 
4 



Quanl au lerme 



3//l' //'* r/A- . , 
2/i* ir av 



on pourra y prendre 



/!»-./,, 



r'J — 



I 



I 



a 



a' 



cis 



w - = 773 > '^^ = r* ' -JI.—IS cos(^i^ —Q)^y co%{gv — 6) , 



sin(2f — 2r') zi: sin(2r — 2wr), 
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CO qui donnera 

(3'i) 7- — - -7- Sin (2 1' -- 1 i' ) m j-^ y sin(2(' — 2/;ii' - - iM' -^ 9): 

2 A* //* ac :j ' 



le dernier tcrmc de Tequation ( "i) 
est de I'ordre m\, car 






.? j 1 — sin (2i* -- 2('') ^c 






est de i*ordre wj ; on doit done le laisser <le cote. II n'y a plus qu'a reunir les 
dcveloppements (3o), (3i) et (32), moyennanl quoi Tequation (5) deviendra 

(H) < ' ^ '^ 

— - ///J y sin(2i' — im^' ~^v -r 0) — o. 

50. Integration de TSquation (13). — Pour integrer cette equation lineaire, 
nous ferons 

s =:y sin(^''i^ — 0) -{- OS = •/ siiiC/g^r — 6) -+- A sin(2t'— 2mi' — gv -f- 0), 

A designant une constante ; en substituant cette valeur de 5 dans {'equation (B) 
et egalant a o les coefficients de sin(^w' — 0) et de sin(2^— 2mv — gv -f- 6), 
on trouve 

A3.^ ^il y. 

2 I — (2 — 2 //I — ^y 

On pent remplacer dans la derniere formule g par i*unite, et il vient 

3 m\ 
2 L\m' 

m^ diflere tres peu de /w, comme on le verra plus loin. On aura done 

3 

(33) ^s — -xmy %\n{2v — 2 me — ^r -^ 0). 
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On Toit qa'il t a eu an abaissemenl d*un ordre, parce qae le coefficient de v 
dans rargamenl est Toisin de i. 
La formule (C^ donne 

(34) ^ -i-r-7/wJ li-^2e^~- Lyt^^^t\ _ 

On a, en designant par Q la longitude du nceud ascendant moyen introdait dans 
la premiere approximation, 

Cette quantity serait constante s'il en etait ainsi de e\ mais on sait que, en 
vertu de Tattraction des planetes sur la Terre, et notamment de Venus, Texcen- 
tricite e" de rorbitc terrestre est variable et que, pendant tres longtemps, elle 
ira en diminuant avec une lenteur extreme. On peut ecrire 

e' 7ZZ e\, — e\ v, 

et il vient, en negligeant e"^, 

d*oii, en integrant, 

La longitude du nceud a done une equation seculaire, en v^ ou en /', ce qui 
rcvienl h dire que 0, au lieu d'etre constant, contient une partie proportionnelle 
au carr^ du temps. C'est l*une des decouvertes de Laplace. On peut ecrire, si 
Ton veut, 

(36) Qr=0-?/n;^I4-2e«-i/-^^e;«)^-|mJy'(e'*-e;*)c/i^ 

51. Integration de Tiquation (A). — 11 convienl d'abord d'y remplacer Is 
par sa valeur (33); on trouve 

— y 8in(^i' — 0)^5= -^ — ^[€08(2^^— imv — iLgv -^ 2 0) — cos(2t'— imv)^ 

(]e8 termcs sunt du troisieme ordre, et Ic coefficient de pdans I'argument dif- 
fl>ro do I d*une quantite finic; nous devons les omettre. Nous poserons ensuite 
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avec Laplace 



U r= Uq 4- OU , 



//o (lesignant la partie clliptique (i3) 
el Su etant de la forme 

$u — Bocos('ii' — 2mv) -4- B, cos(2r — inn' — cv -\- w) -f- B, cos(2^r— 20), 

OU Bq, B, et B2 designent des coefficients indetermines. En substituant cette 
valeur de u dans Tequation (A) et egalant a zero le terme non periodique et les 
coefficients de cos(c^ — try), cos(2i' — 2/wi'), cos(2i' — 2/n^ — rr^- gi) et de 
cos(2^i' — 2O), on obtienl les conditions 

- (I 4- e«) (i — c») — -7— ^e(2 4- e«-4- 3e'M = o, 
a 4^1 



Bo[l — (2 — 2m)'] H i =rO, 



(38) 



2^1 I — m 



f> r / x«i ^'^t 5-4-4/^ 

Bi [i — ('i — c— 2m)'] i — -- c=:o, 



2flr, I — 2m 



\ 



B.(.-4^') -^|l(4,^._,)-^^=:0. 



• • • • 



La relation (37) donne 
(37 6«) i = i._^?(,+ 3^'.) + 

d'ou I'on tire a, en fonction de a et de /w,. 

Les formules (38) donnenl ensuite, en ne considerant que les parties les plus 
imporlanles, 

I — c«r=:?m;(2 4-3e'»— e'), 



(I)) 



== I — 7 m J ( in — e* e- ) 4- . . . 

4 * \ 2 2 / 
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et 

Ho ^ — > 15, - - — - — — ; 

3 






cette quanlite est du quatrieme ordre, et i'on doit prendre Bj = o. 

On a done finalement, en ne{];ligeant seuiement le troisieme ordre, 

3 

(E) s = y sin(^r — 9) -+- ^ my sin(3(' — 2m«' — ^r -+- 9), 

o 



af/ 



I H~ e'-h -, y^-4- ecos(cr — cj) — ^y*cos(2^c - - 20) 



(^) ' .5 

-h /w*cos(2(' — 2mr) 4- -J- /we cos (2 «' — 2/nr — c«' h-ct). 

o 

Les formules (D) donnent pour (i — c) (^ un moiivement direct du perigee ; la 
quantite i— c contenant e'^ est lentement variable. Soit II la longitude du 
perigee introduite dans la premiere approximation; on a 

n = cj -h (i — c) \\ 

d'oii, en integrant, 

' n - ^ 4- ^ mj (i - ie«+ ^<«) r - \ m\ f{e'^ - e',') dv. 

On voit que le perigee, commo lo noeud, est anime d'un mouvement secu- 
laire. 

52. Indications gSnSrales sur les calculs de Laplace. — Nous ne pou- 
vons pas les exposer en detail; nous nous bornerons a dire que le grand geo- 
metre s'est propose d'obtenir toutes les inegalites du troisieme ordre dans les 
expressions de a et 5 en fonction de r. II a developpe les termes parallactiques 
que nous avons laisses de cote; il pose 

( 4o) S Tn: Sq -4- OS, U r^ 11^ -h ^U , 

s^ et Wo ayant la meme signification que ci-dessus, et il admet que h et 8a peu- 
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vent se developper en series de sinus et de cosinus des multiples des quatre 
arguments 

SOUS la forme 

/ -Jz 0L\c'mv — gt'} it ^{gv - - ^) ±: (7(^ — mi^)], 

'42) ^ o//r=2*^r^''^'"'y^(5) cos[ita(cr~GT) 

/ =h a'(c'mt' — e') ± PC^t' — 0) di -7(1^ — mi')], 

oil a, a', p, I et (T designent les nombres entiers positifs o, i ou 2. L'indice y, 
place au bas des lettres x et ia>, indique Tordre des coefficients relativement 
a m : soit fait 

<A» et ift) sont de Fordre 2, si i - S est fini, 

» » I, si I — S est de Tordre de /w, 

» » o, si I — S est de Tordre de /n', comme i — c et i — ^ 

par exemple. 

Laplace substitue les valeurs (4o) dans les equations differentielles et il 
egale a zero les coefficients des divers sinus et cosinus, ce qui lui donne autant 
d'equations qu'il y a de coefficients ,1, et \ii>, soit vingt coefficients x et seize ift>. 
Dans les conditions deduites de Tequation differentielle en 1/, les ia> jouent un 
role secondaire; dans le cas de s, ce sont les x qui deviennent accessoires. 
Enfin, il convient d'observer que g el c se determineront en egalant a o les 
coefficients de cos(cr — gt) et de sin(^r — 0); ce cosinus et ce sinus etant sup- 
poses ne pas figurer dans os et ou, aucune des quantites x et oPo ne les accom- 
pagnait. Au degre de precision dont Laplace s'est contente, les coefficients x 
et lib n'entrent chacun qu'a la premiere puissance. On doit comprendre que les 
equations dont il s'agit ne differeront de celles que nous avons trouvees que 
par des termes en m*. 

53. Expression de / en fonction de i^. — On a 

dv 

dtz=: 



^ , / 2 rda dv 



il faut substituer dans le second membre Texpression (4o) dew. On aura d'a- 
T. - IIL i4 
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bord 



T— 5 = -r\ I e* y* — 2ecos(c(» — ro) h — y- COS (2^^ — 26) — 2adu 

3 1 

H — e' cos(2C(^ — 2Tij) -4- 6aedu cos(cv — w) 4- . . . K 

puis, en mettant pour h sa valcur (21), 

(43) p"' v/«'L 3 2^ ^ 

( H — e-cos(2Ci' 2vy) -\~ 6ae$ucos(cif — 13) -\- . . . \. 

La partie non periodique du second membre, en faisant abstraction de 8w, se 
reduit exactement a -=> et il en devait etre ainsi, car, dans le mouvemenl ellip- 



dt 11 

tique, la partie constante de ^^ est representee par a^ ou af . 
On a ensuite 

(44) — = ^-~Ti/-3 — r-+" — 

/ 2^ rda ^ ^V <^^ "• 

II faut maintenant multiplier les deux developpements (43) et (44); en 
reduisant le dernier a Tunite, clt n'a pas d'autre terme non periodique que -j=dv, 

car lu et Sacos(c^ — gj) sont entierement periodiques. Si Ton remarque que 

/ -5 J a ete remplace, a un facteur constant pres, par / ^sin(2r — 2mv)dv 

et que cette integrale contient des cosinus des arguments 

2v — 2mv±: <x{cv — js)±: (x'{c'mv -■ m') ± ^{g^ — 0), 

on verra que, dans le produit 

1 — 2eC0S(Ci' — GJ) -+- - e^ C0S(2Ci^ — 2XS) -t- - y'C0S(2^'t'— 20) I -.— -j i 

I'argument iv — ims^ ne pent pas disparaitre; ce produit ne contient done pas 
de partie non periodique; il n'en sera pas de meme de 



[ — 2aou -{-oaeoucosicv — js)\ I —, ■ 

J ov m' 



d^ dv 
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mais la partie non periodique correspondante conliendra m* en facteur. Nous 
aurons done, en ne conservant dans notre exposition elementaire que h's termes 

en m', — pour la partie non periodique de -j- ou bien, en remplacant a par sa 
valeur (87 6/>), 

- — I (^''-— ^0*) ^*' -^ const. -I- (les tcrmcs periodiques. 



Si done on fait 



on aura 



n 



d'ou 

i' -^ nt -r- e 



//i} I {e'^ — e^) n dt h- des termes periodiques. 



On voit done que la longitude moyenne, par suite de la variation de <?', con- 
tient un terme en /^ : c'est V acceleration seculaire, qui constitue Tune des 
grandes dccouvertes de Laplace. On doit comprendre maintenant pourquoi nous 
avons conserve partout e'^ : c'etait en vue d'arriver a Tacceleration seculaire. 
Nous donnerons dans un autre Chapitre des details historiques et theoriques 
tres complets sur cette acceleration. 

Si Ton elimine n^ entre les equations 



il vient 



mais on a fait 



il en resulte done 



(45) m 






/I'a' n= I i; 



1 ^^s 



; z=: m« ^i - ^ mj j = m« ^ I - ^ m« j . 



Laplace pose ensuite, pour trouver / en fonction de Vf 



ni-^-e=v-h -m* I {e'^ — e'^) dv 



(46) 



-^2 ^ir^^"^'"'yp(^)'sin [±: a (cr -m) 

±ia'(c'fnv — xs*) ±l (3(^'i' — G) ±: (7(<' - mr)]; 
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elre un peu inodilie par les approximations ulterieures, et, comme on le verra 
plus tard, il faut le multiplier par i - 2v, v desi^nant le rapport de la masse de 
la Lune a celle de la Terre. On le trouve finalement egal a i25",5. Inversement, 
si Ton arrive a le determiner par les observations, on pourra en conclure la 

valeur du rapport -, > et, en faisant intervenir la parallaxe de la Lune, qui est 

bien connue, on en deduira la parallaxe du Soleil: ce procede, propose d'abord 
par Mayer, a ele souvent applique. Laplace a trouve ainsi 8', 6, Hansen 8", 92 et 
Stone 8", 86 pour la parallaxe horizontale equatoriale moyenne du Soleil [^voin 
pour plus de details, mon Memoire Sur la parallaxe du Soleil (Annales de COb- 
sejvaloire de Paris, t. XVI)]. 

55. Pour resoudre les equations dont dependent les coefficients ^o^^*^ et y^^^\ 
Laplace a emprunte aux observations les valeurs de m, e^ valeur de e' en 1730, 
y, c et g, et enfin du coefficient de sin (cr — gt) dans nt, II a pu ainsi determi- 
ner c et ^ par la theorie, au moyen des deux equations separees dont nous 
avons parle aux n^^'SI et52; il a Irouve des valeurs qui ne different des veri- 

tables que d'cnviron 7 — II convient d'observer que sa tbeorie est analy- 

tique (*) pour ce qui concerne les puissances de e, e\ y ^t -~ et numerique 

pour m. II a evite avcc soin les developpements analytiques suivant les puis- 
sances de nty parce qu'il avait constate que leur convergence etait tres faible. 
C'est ainsi qu'il a represente par — (p -+- qe'-) le coefficient de ecos(a' — gt) 
dans Tequation (A) etpary^'-h q"e'^ celui de Ysin(^r— 0) dans Tequation (B), 
et qu'il a determine les valeurs numeriques de ^, y, p" et q\ On trouve, en 
effet, pour les equations seculaires du perigee et du noeud, 



au lieu de 



/ Q * 33 - 8261 \ /', ,, ,,, , 

[rl"^'-^ 32-'^^ -^ -^'^'■' •••;./(" -"^)^^' 



on voit que le terme en m^ apporte une correction considerable a I'equation 
seculaire du perigee. 

Mayer avait constate par I'observation, dans la longitude de la Lune, Texis- 
tence d'une petite inegalile ayant pour periode celle de la revolution du noeud 



(»; Pas coinplclement, car les coofficienls 4. et \il> doivenl conlenir aussi des puissances paires 
de e et y- 
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de la Lune. Laplace en a trouve la cause tlieorique : elle proviont de Taplatis- 
sement de la Terre, si Lien qu'on pent determiner par cette voie Taplatisse- 
ment. II a prouve, en outre, que cet aplatissement produit aussi dans la latitude 
de la Lune une inegalite sensible. Nous expliquerons tres simplement le calcul 
de ces inegalites dans le Cliapitre IX. 

56. Th6orie de Damoiseau. -- L^Acadeniie des Sciences ayant propose 
pour sujetdu prix qu'elle devait decerner en 1820 la formation de Tables lu- 
naires uniquement fondees sur la theorie de la pesanteur universelle, deux 
pieces furentenvoyees au concours. Tune par Damoiseau, Tautre par Plana et 
Carlini; elles ont servi de base a deux theories de la Lune dont nous allons 
parler un peu, celle de Damoiseau et celle de Plana. La methode suivie dans le 
premier de ces Ouvrages est exaciement celle de Laplace, avec plus d'etendue 
dans la liste des inegalites et plus d'uniformite dans les calculs. Damoiseau pose 
immediatement 



nt -h £ -: i' -h 



adu =z 2 cl,^»e«e'«'yP ( -Vcos^, 



& = ih a(cv — GT ) ±1 at! {c' mv — gj') db {3(^r — 9)±: fj{v — mv) ; 

.9o designe la partie elliptique, dans laquelle on a conserve les quantites du 
sixieme ordre. II y a quatre-vingt-cinq coefficients a}p\ autant de G^'*^ et trente- 
sept ySiJ^K On calcule les expressions de u et de v' en fonction de v et des coeffi- 
cients Z^P^\ on substitue dans les trois equations differentielles, et, en egalant a 
zero les coefficients des divers sinus ou cosinus, on forme les deux cent sept equa- 
tions propres a determiner les inconnues; il y en a meme encore deux a Taide 
desquelles on calcule c et g. C'est peut-etre Tapplication la plus importante qui 
ait jamais ete faite de la methode des coefficients indetermines. Les equations 
sont resolues numeriquement, par des approximations successives^ apres qu'on 

a substitue, pour /w, c, g^ e, e\ y» -/' l^*urs valeurs. Enfin, Damoiseau renverse 

la serie qui donne / et exprime la longitude vraie v a I'aidc des quatre argu- 
ments : 

No tat. Dam. Notat. Hansen. 

Aaomalie moyenno do la Luno x g 

Anomalie moyenne du Soloil z g' 

Longitude moyenno do la Lune nioins celle du Soleil t g — g* -^ in — in' 

Longitude moyenne de la Lune moins celle du nocud jr g-^ ^ 
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Pour qu'on puisse se faire une idee exacte de la valeur de la iheorie de Da- 
moiseau, j'ai donne dans les Tableaux ci-dessous la comparaison des coefficients 
des sinus des divers arguments, dans Texpression de la longitude, obtenus par 
Hansen et Damoiseau. J'ai emprunte les coefficients de Hansen a un Memoire 
de M. Newcomb : A Transformation of Hansen's lunar Theory compared with the 
Theory of Delaunay. La colonne H. — T. se rapporte aux Tables publiees par 
Danooiseau en 1828 avec des coefficients rectifies. 

Relativement a la convergence des series, elle est un peu plus grande dans 
Texpression de la longitude nooyenne en fonction de la longitude vraie que dans 
I'expression inverse; mais la difference n'est pas tres grande. 

g et g' designent les anomalies moyennes de la Lune et du Soleil, co et co' 
les distances des perigees au noeud lunaire. On a inscrit seulement les coef- 
ficients des sinus des multiples des angles co, co , ^ et g' . 



Arguments. 



Hansen. 



H. - Da. 



H. T. 



H. - PI. 



H. - Po. 



H.-D. 



l^-hO^' 


-f-2 


.2640,15 


-HO, 45 


-HO, 43 


-0,48 


-HO, 45 


0,00 


-H2-+-0 


-h 


769,06 


-HO, 34 


HO , 26 


—0,42 


—0,47 


—0,06 


-t-3-ho 


H- 


36, i3 


—0,81 


H0,03 


—0,39 


0,59 


— o,o3 


-f-4-HO 


■+■ 


',94 


— , o5 


— 0,16 


—0,06 


— o,o5 


— 0,02 


-H5-hO 


-H 


0,1 1 


0,00 


-HO, 01 


— 0,01 


» 


—0,01 


—3-1 


-h 


0,55 


-+-0, 16 


-HO,l5 


-*-o,i9 


4-0,19 


-H0,o3 


— 2 1 


-h 


1.^1 


0,00 


-HO, 07 


-HO, 33 


--0,34 


-HO,o5 


— I -1 


-+- 


109,92 


to, 65 


-HO, 5 2 


-1,18* 


-Ho,o3 


-HO,l3 


0—1 


-+- 


669,83 


-3,8) 


-3,.i 


-^-1 ,21 


r-0,92 


-HO, 28 


I — I 


H- 


148,02 


r-0,28 


-0,02 


-o,o4* 


-0,33 


-HO, 56 


2 — I 




9,7^ 


—0,02 


■0,08 


-HO, 08 


-HO, 07 


-H0,l3 


3-1 




0,67 


-:-0, 10 


-^-0,17 


H-0 , 3 I 


-HO, 3 I 


-HO, 04 


— 1--2 


-H 


1,18 


-T-o,o4 


—0 , 02 


-HO, 01 


-rOjOI 


-HO , 02 


— 2 


-f 


7r>« 


-r-0,17 


-0,3 1 


— , 36 


-0,34 


—0,02 


1 — 2 


— r— 


2 , 59 


-T-0,07 


HO, 09 


4 0,46 


-i-0,25 


-HO, 10 


2 — 2 


• 


«,M) 


)) 


» 


-HO, 12 


» 


-4-o,o3 


ato — 3 w' 
















og — og' 


-- 


0,23 


« 


» 


o,o4 


» 


0,07 


I 


— - 


2 , V^ 


-1-0, o5 


— , 06 


0,53 


— 0, jl 


— , 32 


'}. 





0,19 


0,14 


») 


0,12 


-0,12 


—0,04 


— I — I 


-r- 


0,18 


» 


u 


-HO, 32 


-^0,32 


—^0, 11 


() — I 


-f- 


2 , J2 


— o,o3 


"1,82 


-h3,9' 


—3,80 


-HO , 65 


1 — I 


— 


28,56 


M-o,i 1 


-r-0,44 


^-o,25 


— o,o5 


-+-0,94 


2 — I 


.._ 


-^4,4^ 


r^O,37 


HO , I 5 


-o,84 


-HO, 39 


-HO , 1 3 


) — 1 


— 


•^,9^ 


-»-o, 10 


-r-0,07 


— o,o5 


— o,o5 


-Ho,o3 


4-1 


— 


0,^9 


— 0, 10 


- -0,10 


— 0,20 


)) 


— 0,02 


— 2 — 2 


H- 


0,95 


-HO , 02 


-\ o,o5 


-HO, 08* 


-0,34 


-HO,o4 


— I — 2 


-+- 


i3,i9 


-HO, 38 


-HO, 19 


-HO, 38 


0/^9 


-HO, 04 


0—2 


-»- 


211,71 


-HO, 14 


0,19 


— o,65 


— 0,08 


-HO, 25 


I — 2 


-t- 


4586,56 


— 3,o5 


-1,64 


-HO, 91 


—0,44 


-HO, 32 


2—2 


^- 


2369,75 


— 0,25 


-H0,05 


—0,57 


— I ,o5 


-HO, 01 


3 2 


-r- 


»9'i9^ 


0,27 


— 0,25 


—0,20 


«i»9 


— o,oj 
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Arguments. 



Hansen. 



II.- Da. 



II. - T. 



H.-Pl. 



11 - Po. 



II.- D. 



■J u* — aw' 




4/?- — 7^' 


-4- 11*38 


5—2 


-+- 1 ,or> 


—1—3 


- o,48 


0-3 


-+- 8,66 


1-3 


-K->o6,4ri 


7-3 


-»^ 1 G J , 57 


3-3 


-+- i4,6o 


1-3 


-+- i,i8 


0-4 


H- 0,28 


1-4 


^ 7,44 


•J^-4 


-r- 8,l3 


3-4 


— 0,76 


1 5 


-^ 0,26 


7—5 


-»- 0,34 


ab> 




^/r-hff' 


-H 0,42 


3 1 


-f- 0,27 


o o 


-r- 1,09 


1 o 


- 39,58 


7 (> 


— in, 60 


3 o 


— 45,09 


4 o 


-- 4,00 


5 () 


- 0,33 


3-1 


— , 3o 



— Oj 


,36 


— 


,21 





,00 


— 


,33 


— 


,63 


— 


,o{ 


— 0, 


,"9 


T-O 


,>.8 


-+-0 


,'7 


— 


,08 


-+-0 


,21 


-»-0 


,-'4 




U 




l> 



-t-O 


,OD 




k) 


— 


,71 


- 


,07 


-rO 


,07 


.,- 


,o3 


— 


,o3 




» 



-i-O, 


,78 


-^0, 


,06 


-1-0 


,08 


— 


,44 


— 


M 


-0 


,07 


C). 


,00 


T-O, 


,18 


-r-O 


,'7 


— 


,06 


— 


,i3 


-^0 


,16 


I 


1) 


1 


II 



l> 



, 7 1 

-0,18 
-r-O , 70 
-f-O, I I 

-ho, 10 



I) 
I) 



-^«, 


, 7() 


-^-O, 


■>i 


— 7 , 


, •'•"'* 


-HO, 
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UI'LACE, DAUOISEAtI ET PLASA, 



Argumenlit llaut>un. 

+ ig-\s' - <','■: 



On a laisse dc c6tu tuus Ics coefficients tjui, chez Hansen, sont inferieiirs 
a o', I. On voit que les diflerences Hansen — Damoiseau sont gcncralcment 
faibles; il n'y en a que quatre qui Uissent beaucoup a di-sirer, ctant egales a 
— 3". 85, — 3".o5, ■- a", 9.5, -^-3'',/^t (').Ensoniine, la theoriede Damoiseau a 
fait faire un progres enorme aux Tables lunaires ct n'a pas exige, apres lout, 
des calculs par trop longs et compliques. Sa methodc est, comme nous I'avons 
dit, celle de la Mecaniqiie celeste; il est bun de citer a ce sujet ces quelques 
mots de Laplace (') : « Cette methode me parail devoir donner les approxima- 
tions les plus convergentes. En etTet, les forces perlurbatricps se presentent 
sous cette forme (forme procedant suivant les sinus ct cosinus des multiples 
de la longitude vraie) ou du moins elles y sont facilement reductibles; pour les 
reduire k une autre forme, par exemple & des series dc sinus el de cosinus 
d'anglcs croissant proportionnellemcnt au temps, il faudrait, i) cause des ine- 
galiles considerables du mouvemcnl lunaire provenant soil de sa partie ellip- 
lique, soil des perturbations, porter fort loin les approximations, ce qui com- 
pliquerait I'analyse el rendrait les approximations niuins convergentes. » 

bl . Thfiorie de Plana. — Elle est developpee dans trois enormes volumes 
in-folio. CVsl encore la longitude vraie qui est prise pour variable iniiepen- 
dante ; les equations difTerentieiles sont celles de Laplace. Tous les calculs sunt 
analytiques. et les coefficients .0'", ifi."", £''", que Laplace et Damoiseau calcu- 
laient numeriquement, sont developpes suivant les puissances de m. IMana ne 
determine pas tout d'un coup les expressions dc m, s et de nt en fanclion de c; 
il divise le travail en plusieurs parties, determine d'abord u ct 5, eomme nous 
I'avons fait plus liaut. en negligeani le iroisifeme ordre. en conclut nt, puis u' 
et v'. II revient aux equations differentieltes. qu'il integre par la metbode des 
coefficients indetermines, en ne n^gligeant plus que le quatriemc ordre dans 
u et s; il determine ensuile nt, el ainsi de suile. C'est raoins simple et plus dif- 
ficile a suivre que cbez Damoiseau ; au fond, c'est la meme cbose, sauf la diffe- 



(') Elles 86 rfduisent i — 3',i5, — r,64, — 3", 33, -t-o',o8 pour lea Tables de Damoiseau. L'6cart 
de 3', 3 Uisparall si Ton prend pour I'^ualion parallactique le coefGcient primitif do Hansen (— laa'.o} 
que M. Nowcomb a porl6 <i — iai'.43 {lar une reduction spiciale. 

(<) fiur ie perffciwnnemeai de la Thiorieei don Tables lunairet {Addit'ioiu A la Coniwiuaace dot 
Temps pour i8aJ). 
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rencc signalee plus haut. La reduction des coefficients en series procedant 
suivant les puissances de m a ses avantages et ses inconvenients. Plana Tavait 
bien compris, car il dit dans la Preface de son grand Ouvrage : 

« Les theories de la Lune publiees jusqu'ici n'offrent pas une expression lit- 
terale et explicite des trois coordonnees; elles portent toutes le caractere d'une 
solution qu'on pourrait appeler mixte, en reflechissant qu'on y procede par des 
operations algebriques entrelacees avec des operations arithmetiques ou les 
quantites numeriques absolues se trouvent enveloppees avec les valeurs spe- 

ciales des constantes arbitraires Un nioyen que nous avons employe pour 

soustraire notre theorie a Tinfluence de ces erreurs faciles a cominettre dans 
une recherche aussi compliquee fut celui de developper sans cesse les divi- 
seurs qui naissent de Tintegration et d'arreter les produils des differentes fonc- 
tions la ou les termes gubsequents seraient d'un ordre superieur a celui que 
Ton considere. Alors bn pent effeclivement sommer un fort grand nombre de 
termes de la meme espece et, par la, diminuer la complication. Mais il est pos- 
sible que Tapplication trop reiteree d'un tel principe ait en lui-meme Tincon- 
venient de diminuer la convergence des series. Sur cela, nous n'avons rien a 
opposer. Nous accorderons sans peine qu'il est possible de presenter les coeffi- 
cients des inegalites lunaires par des fonctions des elements sous une forme 
differentc de la n6tre, qui aurait I'avantage de les rendre plus convergents.... 
II faut avouer qu'il est tres difficile de realiser avec succes une belle conception 
dans la theorie de la Lune. La complication inherente aux formes qui conservent 
les signes d'operations non executees deviendrait bientot un obstacle insurmon- 

table pour une solution litterale telle que nous la voulions La forme que 

nous avons adoptee permet du moins d'atteindre lentement cette limite. » 

Laplace dit de son cote (^Additions a la Connaissance des Temps pour 1823) : 

«... Les auteurs de la seconde piece (Plana et Carlini) ont reduit leurs ex- 
pressions en series ordonnees par rapport aux puissances ascendantes du rap- 
port du mouvement du Soleil a celui de la Lune, rapport moindre qu'un dou- 
zieme. L'Analyse ne presente pas ces expressions sous cette forme ; elle conduit 
a des equations dans lesquelles les quantites cherchees sont entremelees et 
affectees de divers diviseurs. Pour les reduire a la forme de series, il faut elimi- 
ner ces quantites et reduire en series les diviseurs des divers termes de leurs 
expressions. On couQoit que cela doit conduire a des series peu convergentes, 
et qu'il faut beaucoup prolonger pour obtenir le meme degre de precision que 
donne la methode employee dans la Mecanique celeste. » 

Voici, en outre, ce que dit Poisson dans son Memoire sur le mouvement de la 
Lune aulour de la Terre : 

«... Dans \^ Mecanique celeste, les coefficients des inegalites lunaires sont 
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lies, on partie. les uns anx aiilres, psir des equations Uneaipcs donl Tilluslrc 
auteur a soulempnt donne la resulution numeriqiic. M. Damoiseau a suivi lo 
mcme procedc, en poussanl les approximations bcaucoup au delii du lerme 
auquci Laplace s'etait arTcli':. M. Plana, au contrairc. exprinie cxplicilpment 
cliaquc coefficient en serie ordonnee suivant les differenls ordres dos quantites 
que Ton considerc dans le mouveraent do la Lune, en sorle qu'il ne reslo plus 
qu'ii substitucr dans ces series les valeurs dos ('ilements elliptiquos de la Lune 
et du Soleil pour en deduirc la valeur nuoierique dc chaque coefficient. Cette 
seconde solution est plus laborieuse que la premiepe, mais elle a I'avantage 
d'etre plus complete, en la considi^ranl commc une solution analytiquc ot gene- 
pale du ppoblemc, puisqu'oUc suppose seulemenl les constanles apbitraires 
assez petiles pour la convergence des sepics. Peul-elpe, sans olep a cette solu- 
tion son caract^pe papticulici*, aupait-on pu la rendpe plus simple el les series 
plus convepgcntes, en evitanlde developpep, comme le faitM. Plana, les deno- 
minateups de leurs difTePcnts termes resultant des integpations successives. » 

Nous avons beaucoup insiste sup ce point, parce qu'il est capital dans la 
thcopie de la Lune; nous y reviendrons encope en paplant dos Iravaux de 
MM. Delaunay, Hill et Adams. Le Tableau des pages 11:1 a ii5 contient les 
difTcpences Hansen — Plana; on a niapque d'un asterisque celles que de Pon- 
tccoulant declare avoir reconnues fautives en povojant les calculs de Plana. On 
voit que, en somme, la tlieorle de Plana n'cst pas de beaucoup superieure a 
cellc de Oamoiseau. Il y a d'ailleurs quelques dilFerences susceptibles d'etre 
expliquccs par les valeurs difierentes adoptees pour les conslantes numeriques, 
notamment pour la papallaxe du Soleil. 

En admettant que les nombpes de Hansen soient rigoureusemeat exacts, on 
tpouve dans Plana dlx-sept coefficients erronesde plusdeo',8, tandis qu'il n'yen 
a que neufcbez Damoiseau; de meme, le ppemiep astponome a tpeizo oppeurs 
comprises entpe o'.a et o",H, tandis que le second n'en a que sept. L'avantage 
papait done etre du cote de Damoiseau, et c'est encore plus reinarquable quand 
on corapape son unique Volume aux tpois gros in-fotio de Plana. 
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CHAPITRE VIIL 

PERFECTIONNEMENTS RtCENTS APPORTtS A LA METHODE DE LAPLACE. 



68. Nous allons rendre compte d'un Memoire intcressant de M. Gylden, inti- 
tule : Die intermedidre Bahn des Mondes (Acta mathematical 7 : 2), en y appor- 
tant quelques simplifications et des complements utiles, comme nous Tavons 
montre dans un travail insere au tome II des Annates de la Faculte des Sciences 
de Toulouse. Nous n'avons pas cru devoir introduire, avec M. Gylden, les fonc- 
tions elliptiques, qui ne nous ont pas paru indispensables. Ce sujet pent etre 
rattach^ tres directement a la theorie de Laplace, et c'est pour cette raison que 
nous allons le traiter immediatement, bien que, dans Tordre historique, il 
dut venir plus tard. 

M, Gylden part des equations differentielles (4) et (5) du Chapitre prece- 
dent et il y prend les termes les plus importants, de maniere cependant a pou- 
voir integrer rigoureusement et a obtenir une solution approchee, mais bien 
plus precise que celle du mouvement elliptique, quelque chose A' intermediaire 
entre ce dernier et le mouvement reel. Dans ce but, il conserve les termes en 

^ et ^ des la premiere approximation. On pent negliger le dernier terme de 

requation(5),celui qui contient une integrale, etremplacer, dans lesautres,M,w', 

V et jjy respectivement par -> — > mv^ — p-> ce qui donne 



(A) -7-: m* sm(2i^ — 2niv)-i — h ^ iH — m'H — /w'cos(2r — 2mv) 

* dv^ 2 ^ * dv y 1 1 ' \ 



o. 



On est ainsi conduit, pour determiner une valeur tres approchee de Sy a une 
equation differentielle lineaire du second ordre, dont les coefficients sont des 

fonctions periodiques de la variable independante, la periode etant —^ — • Or 
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c€s equations ont ete Tobjet de beaux travaux de M. Emile Picard (*) (dans le 
cas Ic plus general ou Ics coefficients sont des fonctions doublement perio- 
diques) et de M. Floquet (^), de sorte que nous pouvons beneficier de ces pro- 
gres recents de TAnalyse. 11 y a lieu de ramener Tequation (A) a la forme cano- 
nique adoptee par M. Gylden et par M. Lindstedt; on pose 

oil E designe la base des logarithmes neperiens et H une fonction inconnue 

de V que Ton determine par la condition que I'equation difierentielle relative 

ciz 
kz ne contienne pas de second terme en ;i^- On trouve, en faisantX = 2(i — m), 



^z 

d 



H- ( 1 -+- - m'-h - m'cosXr-hH* m'Hsinir -h -7- | ^ = o; 

\ 2 2 2 dv ) 



on pose 



H = ym'sinii', 



d'ou 



/Hrfi' = — 7 cosAi'^— 5m'(i -4- //i) cosXi' — . . . , 
4 2 — 2/?l 8 



(B) 



dv 



(C) 



5 = c I — g m'(i -4- m) cosXi^ I , 
X =r 2 — 2/n; 



on a conserve dans cette equation tons les tcrmes en /n' et neglige les termes 



en /w*. 



59. Equation diff6rentielle simplifl6e pour u^ — Dans I'equation (4), on 
pose 

i-hp , H-p' , ,,-f 3 , m' -a'» 

a 



n — LZJL u'—LTJL ri-uc«r* — I ''c* — — m^ 



(*) Voir lo Cours d^Anafyse do M. G. Jordan, I. Ill, p. 274. 
(«) Annales de VJ^cole diormalc; i883. 
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il vient ainsi 



" P ^ 3 , I ,(l -4- pM»r o / /K-i 

ai'' '^ /<* 2 2 (i-Hp) 

3 ,(i -hp')* fl^p . , ,, 

^ h '-TT -r-sin(2t' — 2P') 

2 (i -h p)* d\? 

a ,/" ^'P\ r('-^-P')' • / /N^ 

— 3/W» I I -h p H- -7-^ ) / 7 5L^Sin(2i' — 2r)a(' = o. 

\ ^ dv^ J J (I-+-P)* 

Le terme constant i — r^ est du second ordre, comme on le voit par la for- 

mule (21) du Chapitre precedent; - devant designer la partie non periodique 
de u, on pent faire abstraction du ternoe constant en question. On developpe 

suivant les puissances de p et de p' et Ton remplace /w^ (i -h p 4- ^-f ) par/w*, 
car -j^ -4- p est du second ordre. II vient ainsi 

d}p 3,3... ,.dp 

-T-^-i-p-H -s^ m-sin(2r — 2(^') -ji- 

dv^ "^2 2 ' dv 

(0 { 4- -m«(i-h3p'— 3p)[n-3cos(2r — 20')] 

— 3/w' / (i -+- 3p'— 4p H- I op') sin(2(' — iv') dv=io. 

II semble qu'on aurait du omettre, comme etant du quatri^me ordre, le 

terme — 3om* /p*sin(2^— i{^')dv\ on verra cependant plus loin qu'il donne 

une inegalite du troisieme ordre qui doit etre conservee. La formule (19) du 
Chapitre precedent donne ensuite 

r' =. /wi' 4- 2 e' sin ( mr — ro' ) -f . . . , 

d'ou 

sin (2c — 2i'') = sinXr — 2e'sin(Xr -\- mv — xs') -\- ie' %\n{'kv — mv -h gj'), 
cos(2P — 2v') = cosir — 2e'cos(>c' h- mr — m') -h 2e'cos(^i^ — mr -H cj'). 

Si Ton porte ces valeurs dans Tequation (r) et qu'on remplace en meme 
temps p' par e'cos(m^' — gj'), on trouve 

d^p 3,..^p / 39 .\ 3,1,3, ^ 

o =z -j-^ /n'smAi'-T- H- PI I m'— -m'cosAi' ) h — 5*-+- -m'-h - m'cosAi' 

dv* 2 di^ ^ \ 2 2 /22 2 

— 3m'e'cos[(X -^ m) v — gj'] -h 3m*e'cos[(i — m) r -he'] 

H- -/n*e'cos(/wc — Gj') (i -f- 3cosXiO — 3/?i' / sin>crfp4-6m'e' / sin [(X -f- m) (> — cj'] di^ 

— 6m'e' / sin [(X — /n) p -hGj'] ^t' — gm^e' I sinXr cos(mr — Gy')^i' 
i' / psinX^rft' — 3om' / p'sinXi'ofi' 



12 m' 
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ou bien, en effectuant les integrations que I'on pent faire immediatement et 
reduisant, 



di^^ 2 dv ^ \ 1 1 ) 



(3m*H — m' I cosXr H — //i^e'cosfmr — i«y') 
2 / 2 



2 2 

»5 21 

/n'e'cos[(X -h m)i' — gj') h m*e'cos[(). — m)v -\- gt'] 



H- 12m' / ^%\Vikvdv — 3om* / ^'^%v[i\v dv. 

M. Andoyer {Bulletin astronomique, t. IV, p. 177) a propose de difFercnticr 
cette equation pour faire disparaitre Tintegrale /psinXi'rft^. On serait conduit 

ainsi, sauf le petit terme correclif — 3o/w* /p^sinX^rfi', a une equation diffe- 

rentielle lineaire du troisieme ordre, a coefficients periodiques. La forme de 
rintegrale generale est connue, d'apres le Memoire deja cite de M. Floquet. On 
pourrait ensuite determiner les constantes par la methode des coefficients in- 
determines, sauf a verifier aussi Tcquation (2). Mais il est plus simple d'avoir 
recours au procede suivant, employe d'abord par Lagrange {CEuvres, t. I, 
p. 644-645) et generalise par M. Gylden : 
On peut ecrire 

/ psm'kv dv =^ — / -T-^sinX^rfi' -+- / (^-7 -H p) sinlv dv. 

Or on trouve, en integrant deux fois par parties, 

I --— sinlv dv --1= ^sinXi- — XpcosXr — X* 1 psinXie/r, 

et il en resulte 

Dans le dernier terme, on peut remplacer ^,^ par ^j et finalement Tequa- 
tion (2) devient 

T. - III. 16 
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en posant, pour abreger, 

I I' = s* /n* — (3/w-H — m* I cosXi' 

I -J 2 \ 2 / 

! 3 3 21 

(3) ^ m^e' cosimv — TSj') ■+• -/w*e'cos [(>. -f- m) i^ — ns'] m*e'cos[(X — m) t' -Hgt'] 



3om* I p* sinli^ dv -h ^''i* / (;7-y -i- p) sinXi'flfi'. 



On est done ainsi conduit, pour determiner p, a une equation difTerentielle 
lineaire du second ordre, a coefficients periodiques, avec second membre; on 
devra, bien entendu, remplacer, dans U, s par sa valeur resultant de Tintegra- 
tion de I'equation (B). 

Pour ramener Tequation (D) a la forme canonique adoptee, nous ferons 

(4) p — 5Jb , 

ce qui nous donnera, avec la meme approximation, 



(E) ?i4-.[.-^m*-^m«(3-l>.4-5i^)cosX.]=lJ. 



d^^' 



On aurait du mettre dans le second membre, au lieu de U, 

— Irm*^- ) f%{ik\vdv 

UE ■' ^"-*' •' 

mais, en reduisant rexponentielle a Tunite, cela revient a negliger dans U les 
quantites du quatriemc ordre, ce que nous avons deja fait. La formule (4) 
donne d'ailleurs 



ou bien 






(F) p = :; fi -+. (g/w^H- p nA cosXi'l . 

Nous sommes done ramenes a integrer les equations (E) et (B). 
60. Integration de FSquation (B). — EUe est de la forme 

d}' 
(5) ^ + ^[^*-+-2acos(Xi'-+-P)]=ro, 

oil qy X, a et ^ designent des constantes. 
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On a vu dans ie Chapitre I que I'inlegrale generale de cettc equation peutse 
meltre sous la forme 

(6) zz=^^-f)iCOs{w ^ iV), iv -1 fxv -\- ^; 



[X est determine par une equation transcendante en fonction de ^, a et [x; les 
rapports — s*expriment au moyen des memes quantites, de sorte que Texpres- 
sion de :; renferme les deux constantes arbitraires y]o et ^. Le resultat prece- 
dent est tout a fait rigoureux. Lorsquc le rapport - est petit, on pent develop- 

per les resultats suivant les puissances de a en series tres convergentes. Yoici 
la valeur de z, en ne negligeant que a', 

r = Y)oCOSW4- ? L ^^ C0S(i»'-H)><'-h(3) -H^ — 2 — cos(w — X^' — (3) 

I LX-f-2<7 ^ ^ A--2<7 ^ '^'J 



a 



^ cos(«v — a>c — aP) . 



Quanl a la valeur de (a, elle est, aux quantites pr^s du sixiime ordrc. 
Pour appliquer ces resultats a Tequation (B), il sufBt de faire 

7'=iH — m', X:=2(i — m), a=-/n'^i m j , (3 =: o. 



On en conclut 



3 , 

4 



>. — 27 =: — 2mfl-»-j/W4-...), 

Les diviseurs X— ay et X' — [\q^ sont petits et, par suite, importants a con- 
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siderer; les formules (7) et (8) pourront etre reduites a 



Yin cos W -h -r s — COS(w-hX(') -^T — COSCwf — Xi') L 



et elles donneront 



^4^"^7MX'-47')] 



•^ 4 02 



:; — yjo COS w' -i — ^ /w* yjo COS (w'-hXi')— ^/w(i-— r-mjtio COS ( w — X r ). 

Nous ne conserverons que les termes du second ordre; dans ces conditions, 
la formule (C) donnera 5 = 5; enfin, pour nous conformer aux notations usi- 
tees, nous ferons 

l^-gy ^ = — 7—90% t)o = Ar, 

et nous trouverons 

3 

(G) s =:X:sin(^r — y) -^ ^mX:sin[(2 — 5^— 2m)c-+-y], 

(H) g=:j-h jm*— -^m^. 

^ 4 32 

On Yoit que la methode d'integration nous a conduits d'une manifere simple 
et necessaire a la forme ^sin(gv— y) qui sert de base aux approximations de- 
vant faire connaitre s; la valeur elliptique 5 = ^sin(^ — y) ne pourrait pas 
remplir ce but. Quand on compare la valeur (H) de g' a celle que fournit une 
theorie plus complete, celle de Delaunay par exemple, on voit que les termes 
en m^ et m} sont exacts et que la formule (H) donne la valeur de g^— 1 a 

^ pres environ. 

61. Integration de I'Squation (E). — Nous nous proposons d'abord d'ob- 
tenir dans p seulement les termes du premier et du second ordre, comme nous 
I'avons fait pour 5. Si nous faisons d'abord abstraction du second membre U, 
nous rentrerons dans le type (5) en posant 

(9) 7' = '— -'^'» X = 2(i — m), ^ = "" 4'^'(3~ ^^"^X^ITt)' P = o; 

les formules (7) et (8) nous donneront Tintegrale generate de I'equation sans 
second membre. On a vu dans le Chapitre I comment on pent tenir compte 
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du second membre; nous ferons 

U = 2 A/ cosV,, V/ = h^ -+- ?/, 

et nous aurons, au degre d*approximation dont nous nous contentons, 

0=1 Z =eC0S(Cl' — W) -h r— r : ^ COS [(X "h c)i> — xs] 

(lo) { -^- v7^ recos[(X — c)('4-cy] 

H y! A/ ( r- H ^- ) COSV/; 



Le diviseur X — 29 conticnt m en facteur, ct, par suite, est petit, tandis que 

e 



X -+- 20^ est voisin de [\. Le coefficient ^ sera done du troisieme ordre et 

* A -h 2<7 



pourra Stre neglige; on trouve d'ailleurs 



,/i5 43 \ 



m 



X(X — 27) ~ , , / 3, \ "~ 8 



(1 — 7m)im\ I 



(-H 



La formule (10) donne ainsi 



i5 

p = eco8(ci' — Bj) -h -5-mecos[(X — c) r-hw] 



8 
(12) 



• Zl A/ ( r- H r- I COSV/. 



II faut maintenant remplacer, dans I'expression (3) de U, 5 par sa valeur (G); 
d'ou Ton tire aisement 

II 3 3 

*'= -A:«— -A:*cos(2g-t^ — 2y)-h g/nA'cos [(X — 2^) (^ -h ay] — gmAr'cosXf^; 

il vient ainsi 

U = Do-4-U,-4-U,, 
(i3) Uo = m«— jk*-\- jk*cos{2gi^— 2y) — S/w'cosXi', 

2 £| 4 

Q 

U, = /n*e'cos(mi' — Gj') ^/nAr«cos[(X — 2^) i' -4- 2y)] 

(i4) { "" ' ^t 

3om« /p'sinXr^('-f-4m* / f ^ -4-pj sinXi'flff'. 
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li est inutile d'ecrire i'exprcssion de U^; nous nous bornerons a dire que ies 
coefficients A/ de ses divers termes sont du troisieme ordre et que Ies facteurs 
X,- de i^ dans leurs arguments sont voisins de 2. Tenons compte d'abord de Uo; 
nous aurons done a prendre successivement 

A/— m'— 7X'', V/ = o, ^v/ = o; 

2 '4 

3 

A/ = -h7^S \t—2gV—2y, 'ki — 2g=2; 

A/ = — 3/W*, V/— Xc, X,. =iX=:2. 

La formule (12) nous donnera ainsi 

p = m^— 7^*+ ecos{ci^ — Ts) -h m'cosXi'— jk*cos{2gv — ay) 

,5 
(I) / -{- -^ me cos [{l — c) i^ -h Ts], 

a 

Telle est Texpression de p, en ne negligeant que des inegalites du troisieme 
ordre. 

Nous aliens maintenant proceder au calcul de la valeur (11) de c; on tire 
successivement des relations (9) 



(i5) 



(.6) 



a = — 7mM2-hm-»-24 -^ ^ —- — - U 



3 ,/ 43 



224 . 
m- 

9 



225 



«*= —7- m 






^ — 2X*-h 35X'7' — 609* _ 810000 J 

^ 4^*(X»-7«)(X*-49')'~"' 32 768 '^ "*"•••' 

/ X 3 . 225 3741 . 236789 . 

^ ''^ 4 32 128 2048 



PEHKECTIONNEMESTS 


R^CENTS AI'F'ORTfiS 


A LA MtTUi 


Oelaunay a trouve 






..,-^. 


-^'"-S" 


. 165 493 
' «48 



On voil (lone que les coefficients de «' ct m' dans (17) sont exacts, ct Ton 
pouvatt repondre a priori que ccia devait arriver; mais, en comparant les coef- 
ficients do m* elm" dans (17) et (18), on remarque que, si ces coefficients ne 
sont pas les memes, ils ne different pas beaucoup : ainsi I'errcur relative du 

coefficient de m* est — et cellc du coefficient de m^ est — ■ Si done on calcule 

I'j 10 

la valeur numeriquc de c en partani des formulcs (9) et (17). on devra obte- 
nir unegrande approximation. Prenons en efFet, avec Laplace, m^ 0,0748013, 
ct nous trouverons sans peine 

X = 1 .85o3974, logy =^1,998 1698, log at' ^5,3469378, 



'/' 


(i'-47') 






-,v 


W-35XV'- 


-607' 




4,'(/' 


'-«')(»'- 


.4,.). 




r^o 


.991 56». 


■ -c = 


0,008 438. 



La valeur exacte de 1 — cest 0,008 453; on a done le moycn mouvement du 
perigee a g— de sa valeur enviroD. Si Ton ne conservail dans la formule (17) 
que les termes en m' et en m*. qui sont seuls exacts, on n'aurait i — c qu'k 
g pr^s. On ne saurait avoir les valeurs completes des termes m' et m* parce que, 
dans I'equation (E), la portion i — m* du coefficient de jj deniande a etre 

comptetee par des termes en m% m', . . . , et de meme pour le reste de I'equa- 
tion. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de c montre que les termes 
ainsi negliges sont relativemeiit pcu importants, de sorte que I'equation (E) 
realise, sous une forme simple, une approximation deja assez grande. 

L'une des grosses difficultes de la Iheorie de la Lune provient, comme nous 
I'avons deja dit, du pen de convergence des series developpees suivant les 
puissances de m; cet inconvenient se manifeste bien dans I'expression (t8) 
de c: on voit, en effet, que les coefficients vont en augmentant dans une propor- 
tion notable. Ces grands coefficients apparaissent deja quand on passe de la 
formule (i5) a la formule (16); ils proviennent du developpemeot de la frac- 
*'**" 3_Q — - >~ i ' lequelestpeu convergent. II semble qu'il y ait lieu d'eviter 
ce developpement ou de I'am^liorer, coinme I'ont propose MM. Uill et Adams, 
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nii 



en posant m = —r-^— • On trouve en effet, dans cette hypothese, au lieu de (i8), 
la seric 

3 , 177 , '65q . 852o5 . 

qui converge plus rapidement. 

62. Expression de t en fonction de v. — Nous nous proposons d'obtenir / 
en conservant toules les inegalites du second ordre. On verra dans un moment 
quct pour atteindrc ce but, il est necessaire d'obtenir u non seulement avec les 
in^galit^s du second ordre, mais encore avec celles du troisieme ordre dans 
Targument desquclles le coefficient de (^ est petit. Or, dans I'expression (i4) 
de U,t nous avons deja deux ternies periodiques du troisieme ordre de la forme 

voulue, puisque les coefficients de v sont m et X — 2g^ = — im m^ — . . . , 

quantites du premier ordre. II nous rcste a mcttre en evidence les parties 
analogues de U,, qui seront fournies par les integrales 



j f!^ sm'kv dv et i l-j-^-^- p\^m\v dv. 



Nous remplacerons p par son expression (I) et nous ne garderons dans p* 

et ^ -h p que les termes du second ordre dans lesquels le coefficient de v diflere 

tr^s peu de 2, de sorte que la multiplication par sinX(^ amene des termes oil le 
coefficient de v sera tres petit. Nous trouverons ainsi que nous pourrons nous 
borner ^ 



I 



p* i^ -e^COS{lCV — 2BJ), 



2 



d^Q k^ 3 

^^ -h p - — -^ (I — 4^*) cos(2^i' — ay) - - /:« cos(2^i^ — 27), 

/ p*sinXi'</i'= J e^ I sin [Ck — ic) V -1- 2x3] dv = — cos [(X — 2c) r -+- 2iij], 
fid^ -+- p) s>"^*' ^*' = g A-y sin [( I — ig) r -4- 27,'] ds^ = j^ cos [(X - 2^) i^ -h 27]. 

L'expression (i/|) de U, devient ainsi, apres reduction, 

3 i5 

U| = m} e' cos{niv — ci') -+- — me*cos[(X — ic)v -¥ 2cy] 

^ 4 

3 
4- — X mk^ cos [0.-1 g)v -¥ 27], 

apres quoi la formule (12) donneia, en designant par Sp les termes complemen- 
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taires cherches, 

I 3p=i /w*e'cos(/?ir — cj') 4- -r-me^ cos[(X— 2c) v-h 2x3] 

(1.) < ^ * 

J 3 

( 4- -^mk^cosKl- 2g)v -hay]; 

cctto valciir de Sp doit etrc ajoutee a rexpression (F) de p. 

On a maintenant, par la fonnule (i4) <'u Chapitre precedent, en negligeant 
seulement le qnatriemc ordre, 

/i -7- — -^ I -i 7^ / -, sin(3r - 'xv')dv L 

d\' u* I 2/1* J II* ^ ^ J 

d'oii, en remplacant u et u' par 

I 4- p H «5p , I -h p' 

U z- ' , U' — f- , 

a a 

On a, d'apres (I) et (I,), en ne conservanl que ceux des termes du troisieme 
ordre dans lesquels le coefficient de v est tres petit, 

' I — ap — 23p 4- 3p*= I -f - e'-4- - X'-h m'— 2ecos(ci' — cj) -+- -e^cos{2Cv — acj) 

-h -A-' cos(a^f' — ay) — 2m}do^\v 

I «) 

(•?o) / — 7 /'«^cos[(). — c) r -hcj] 4- 3/n'e'c(>s(mr — cj'j 

4 






1 D 

— Q me'cos[(X — ac) 1^-4- acj] 

o 

3 
— ^/wA:*cos[(X — a^)i' -h ay]. 

o 



On aura ensuite 

= / (i -4- 3p'— 4p 4- iop*)sin(ar — ai^'jc^r 

— / [i -h 3e'cos(mp — cj') — 4«?cos(ci' — w) 

4- A* cos (2.^1'— ay) — /j/zi^cosXt^ 4- 5 e* cos (ace — aw)] 
r. j sinXt^ - ae' sin [(X 4- m) r — w')] 4- ae' sin [(X — m) v 4- w'] } ds> 

— ^%\\\\vdv 4- - A-« Tsin [(X - a^) r 4- ay] rfi' + '- eM sin [(X — ac) i' 4- acj] c^t^; 

T. - III. n 
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d'oii 

I -i- - //I* / -^ ^' sin(2i' — Qr )at' 

2 J ('-+-p)* 

3 3 

(2i) > zn I — - m'cosXt' H- --mA:*cos[(>. — 2^) i' -h ay] 

1 3 

-h -Q- me- COS [(X — 2C) V -+- 2cy]. 
o 

Les formules (19), (20) et (-21) nous donnent enfin 

— -r = I H — e' -h - A* -h m* — 2 6' cos ( Ci^ — cj ) -h - e' cos { 2 cc — 2 cj) 
a* ar 2 2 2 

H — A' cos(2^i'— 2y) ^/w^cosXi^— -^- //lecos [(X — c) r 4-gi] 

2 J 4 

-h 3 m* e' cos (mr — th'). 

On voit que deux des termes du Iroisieme ordre se sont detruits dans Texpres- 
sion de ^- Si i'on integre, il vient, au second ordre pres inclusivement, 

(— ^~ ( I 4- m^'\ — e'-h - A:' W — 2esin(cr — cj) 4- 7 e' sin(2Ci' — 2w) 

'^ ^ -h 7 A-sin(2^i' — 2y) — -^m'sinXi' — .- niesln [(X — c) i' -hw] 

-h 3 me' sin ( nn> — w'). 

On voit que le lerme du troisieme ordre s'est abaisse au second par Tinte- 
gration, a cause du diviseur/n; on comprend ainsi pourquoi nous avons du 
obtcnir ceiles des inegaiites de p qui, etant du troisieme ordre, avaient un tres 
petit coefficient de i^. 

On doit poser 

(23) — ^ ^-^:r./|, 

a' I I -h m' H — e' -i - - A* 
\ 22 

ce qui donne, en retablissant desormais la constante z' ou a qui doit s^ajouter 
a nnf, comme on Ta dit plus haut (p. 96), 

I ntz:^{> — 2esin(cT — w) 4- je*s\n{2cv — 2gi) 4- 7 A' sin(2^i — 2y) 



4 
3mt'' sin(mp 4-0- — w'). 



-7r-m'sin(X(^ — 2 ex) — — /?iesin[(X — c)(' — 2(x 4-cy] 



63. Expressions de u^ r et s en fonction de t. — II est commode d^avoir 
finalement les coordonnees u, v et s exprimees en fonction de /. 
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On tire da la formule (J) ces valeurs approchoes success! vcs 

i' T= nt 4- 2esin(c/*/ — cj), 

r= /I/ 4- 2€Sin[cnl — cj 4- 2ce^\n{cnt ~vs)] 

— J e^ Sin {2cnl — acj) — 7 A*sin(2^'/i/ — 2y) 

-4 -4 

-h -rr-m*sin(X/i/ — 2(x) -h -7- me sin [(X — c)nt — aa 4- cj] 
o 4 



d'oii 



— ^me' sin (m/i^ 4- o" — w') ; 



5 I 

r — /i^ 4- 2esiii(c/i/ — Gj) 4- 7 e^sin{2cnt — acj) — 7A'sin(2^/i^ — 2y) 

4 4 



4- -Q- m' sin [2 (/I — n')t — 20'] 4- -;^ me sin [(2 /i — in' — cn)t — 2 0'4-Gy] 
» 4 

— 3 me' sin ( /i' ^ 4- a — cj' ). 

Posbns celte valcur de v dans les formuies (G) el (I), et remarquons que Ton a 

ecos(ci' — js)~ ecos[c/i/ — ©4- 2cesin(c/i< — w)] 

— : e cos (c/i/ — xs) — e*4- e* cos ( 2 c/i/ — 2cj), 

Arsin(^r — y) = X'sin[^'/i^ — y 4- 2^e sin (c/i/ — w)] 

— ks\ti{gnt~- y) 4- Aesin[(c 4- ^)/j/ — w — y] 

4- X'esin[(c — ^)nt — js 4-y]: 

nous trouverons 

ua^^i m* — e* r^'-H ecos(c-/*/ -- ts) -f- e' cos(2C/i/ — its) 

(L) ^ — 7 X*cos(i^/i^ — 2y) 4- m*cos[2(/i — /*') / — 20"] 

I t) 

4- —me cos [(2 /I — 2/1'— c/i) A— 2 0" 4- w]; 

o 

s = Arsin(^/i^ — y) 4- Ae sin [(^4- c)/i/ — y — ci] — ke sin[( g — c)nt — y 4-G1] 

(M){ 3 

4- g Arm sin [(2 /I — 2/i'--^'/i)/ 4- y — 2(x]; 

/ 3 . 225 

( N ) m =: — < 

' A' =: I 4- J ni'- -^ m*. 
4 32 
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Les formules (K), (L), (M), (N) contiennent !e resume de la theorie elemen- 
taire que nous avions en vue. 

II convicnt de donner aussi Texpression de la parallaxe horizontale equa- 
toriale 11 de la Lune a Tepoque /. Soient R le rayon terreslre equatorial. Ho lA 
valeur moyenne de 11; on a, par definition, 



If R "^ r/" ' A 



v/ 

d'oii, en remplagant w et 5 par leurs valeurs (L) et (M), 

II ^r: -R . I /n* — e* — A*-i- eco^icnt — xs) -he^co^(2cnl — 2gj) 

a \ 2 

i5 ) 

H- m'cos[2(/i — n')t — 20"] -h -rr- mecos[{2n — 2n'— cn)t — ao" -+- ci] [ 

o ) 

On en deduit immediatement 



a \ 2 J 



n ~ Ho 1 1 -^ecos{cnt — w) -+- e' cos(2cnt — 2Tn) 4- /w'cos[2(/i — n')t'— 20-] * 

(0) ' ' 



-h -^ me COS [(2 /I — 2/i'-- c/i)^ — 20* 4-gi]| 



64. Remarques sur les in6galit6s de la longitude de la Lune. — Posons 

'J 

(I) ■=! 2 e sill (c/i^ — cj) -f- ye* sin(2c/i^— 2iij), 

4 

(II) =:— -^ A:*sin(2^/i^— 2y), 
^^^^ ^ (IlI)=:^mesin[(2/i-2«'--cvi)/ — 2<7-f-cj], 

-4 

(IV^) — -r-/w'sin[(2/l — 2n')t — 2<7], 
o 

\ (V) =— 3/wff'sin(«'/ -h (x — cj'). 

La formule (K) donnera 

(25) (.z=:/j/-i-(I)-+-(II)-h(IIl)-+-(lV)-H(V); 

(I) est V equation du centre; 

(IF) la reduction a I'ecliptique; 

{\U) Veiled ion; 

(IV^ la variation; 

(V) V equation annuelie. 
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( F) et (II) provienncnt en somme du mouvement clliptique, et ne constituent 
pas des inegaliles, au vrai sens du mot. Si Ton pose 



nt — v,n, m-v^{\ — c)nt ct,„, r,„ - th, ~ " 



'/// •%» 



il vient 



5 

(1) — 9,6? sin? 4- )e*sin2C; 



si Ton compare cette expression a celle donnee pour Tequalion du centre (t. I, 
p. 246), on volt que (I) comprend les deux premiers tcrmes de I'equation du 
centre dans un mouvement elliptique oil I'excentricite serait la constante e, et 
la longitude du perigee cr^^, ce perigee se deplagant dans le sens direct, avcc la 
Vitesse angulaire constante 



3 



(l - - C) /I — /I ( y /?J* -1- -^ /n» 4- . . . ) . 

V .1 69. ' 



I 69 

Solent {/ig. G) 1 Tinclinaison de Torbite de la Lune, j^N — ft et xN -h NL = r, ; 
on a deja x}i -h NP = r, et le triangle rectangle LPN donne 

lang(i>— Q)zzlang(rj— a)cosi, 
d'oii, par une formule connue, 

i'l — r -- — lang' - sinaC^^ — Q) -+-••• 

On pent prendre dans le second merabre^ = n/, Q =y -h (j — g)ni,isin^i -^ A-; 
il vient alors 

i>i — (' = — ,- At* sin (2^/1^ — ay); 

ainsi (II) represente bien la reduction a Tecliptique. 

I! ejection (III) a ete decouverte par Ptolemee; nous avons trouve, par une 

,5 
theorie sommaire, pour son maximum, ^ me = 1)0 environ; les observations 

donnent i*^ iG'. Sa periode est 

27r imoissid^rai 27JI _ . 

n{'x — 2/n — c) 2 — im — c i - - '?.m 

L'evection pent etre combinee avec Tequation du centre; on a, en effet, 
(11) -h (lll)=:i 2esinC4- ^e'sinaC-h >-mesin(2r,„ — 2/^-— f). 
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Si 1*011 pose 

e I — — mcos(ai',„— 2i>',„) =e, coso, 
i5 



il vient 



^ em sin (2 !•;„ — a v',„) = e^ sind, 



(II) -f- (III) -- a^t sin(?; 4- 4) 4- |e?» siii22:; 



or on a 



tango :=: 



-^msin(2i';„ — a^;,,) 



i5 . 

I— -g-mcos(2(',„— 2r„,) 



on peut prendre, avee une precision suffisante pour notre but, 



i5 

iz=z ^msin(2i';„— 2r;„), 

(26) e,-e I— i|^/?IC0S(2(';„— 2i';„) . 

(lI)-+-(lIl) = 2c,sin(C-i-o) -h %*sin(2C-f-25). 

Ces deux termcs sont les deux premiers de I'equation du centre d'un mouvement 
elliptique dans lequel I'excenlricite e^ est variable, et la longitude du perigee 
= xs,n — S. Fuors des syzygies, la formule (2G) donne 



,^e(.-^m)=e(.-L); 



Texcentricite paraitra avoir diminue de- de sa valeur moyenne; pour les qua- 
dratures, Vjn — ^m = =^ 9^^^' ^^^"^ 






Texcentricite paraitra plus grande de- environ. C'est ainsi que Tevection s'est 

manifestee d'abord. La longitude du perigee, gT;„ — S, ne parait plus varier pro- 
portionnellcincnt au temps, a cause du petit terme S. 

La variation (IV) a ete decouvertc par Tycho Brahe; c'est a tort qu'on a 
soutenu qu'elle avait ete remarquee par les Arabcs {voir Tarticle de M. J. Ber- 

trand dans le Journal des Sudanis , octobre 1^71). Son maximum ^m'= 2G' en 
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viron; les observations donncnt Sc) .^; sa periode est 



>l 7T I 

7- ;= - mois synodique — i^J ?. 



2 ( /i — n ) 2 

Cettc inegalite est nulle dans les syzygies et les quadratures, et maxima ou mi- 
nima dans les octants. 

Vequation annuetle (V) a ete decouverte par Tyclio Bralie. Son maximum 
;3/we'= i3' environ; les observations donnent n'g"; sa periode est Tannee 
anomalistique. 

II est bon de remarquer, en passant, la grandeur des inegaiites precedentes; 
ainsi, Tevection a elle seule peut deplacer la Lune dans le ciel de plus du double 
de sou diametre apparent. 

65. Remarques sur les in6galit6s de la latitude de la Lune. — II con- 
vient de remonter a la formule (G) et d'y faire 

ce qui donnera 

3 

(27) s — ks\n{v— Q,„) H- ^mks.\n[v — Q,„— 2(r'— Qm)]- 

Si Ton n'a egard qu'au premier terme de 5, on voit que le plan de Torbite de 
la Lune fait avec le plan des xy un angle constant dont la tangente est k, et que 
le noeud ascendant a pour longitude Q,„. Si Ion pose 



X- n gmcos(2/— 3Q^) —k^cosi. 



^ ^/?isin(2t^'— 2 8^) = A:, sind, 



d'oii approximativement 



3 

3 = g/?iArsin(2i''— 2 8«), 



(28) A:, = A i4-g/ncos(2i^'— 2g2^) , 

la formule (27) pourra s'ecrire 

5 zz: At, sin(^' — Qm -^)- 

Les choses se passent done comme si la tangente de I'inclinaison de Porbite etait 
variable et egale a ^,, la longitude du ncBud etant egale a ^m-^^- La periode 
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Sill 



des variations de k^ et de o est cellc des variations de ' (a^^' — 2 Q^); c'est la 



cos 



moilie dc la revolution du Soleil par rapport au noeud moyen de la Lune, soil 
173 jours environ. 

66. Influence du d6placement de rScliptique. ~ Laplace avait dit {Me- 
canique celeste, t. Ill, p. if)(i) que le deplacement seculaire de Tecliptique ne 
peut pas produire d'effet sensible dans les coordonnees de la Lune. Get eflet 
existe neannioins : il est petit, mais appreciable (environ i"^ sur la latitude), 
si bien que c'est la discussion des observations qui en a revele Texistcnce a 
M. Airy {Asiron. Nachr., n^ 618). Un an apres, Hansen en a donne Texplication 
theorique {Astron. Nachr.^ n^ 685; 18/19). Nous verrons plus loin comment 
Laplace a era pouvoir negligcr Tinfluence en question; nous nous aiderons, 
pour notre exposition, d'un Memoire de M. Adams {Monthly Notices 0/ the Royal 
astronomical Society y t. XLI, p. 385-/|o3; 1881). 

Soient (/?/!,'. ']) xy\e plan fixe, ou Teciiptique de Tepoque zero, NK Teclip- 
tique de I'epoque /, 

On a, par la theorie des inegalites seculaires (hf. Verrier, Annales de robserva* 
toire, t. 11 ), 

{ /> -i^tangcp'sin^' — — V xsin(v/ 4-£), 
/ (] — tang9^cos6''— -.- ^ xcos(v/ 4- e); 

les signes V portent sur un nombrc de termes egal a celui des grosses planctes, 
et les coefficients v sont extremement petits. 

Nous allons cherclier Tinfluence du deplacement de I'ecliptique sur la coor- 




donnee s\ c'est de beaucoup la plus notable. II nous faudra introduire la partie 
de 12 qui contient s ; nous trouverons d'abord 

x~^-s'' Oil s Oil 3m' n'^ ,^ ,, . , 6m' I/" , , , 

/i*w* ds h'U du /** u^ Ir u" 
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cette expression peut etre reduite a 

-rr —rs' cos (v — v') ou m^me ^ 3m^s' cos(i> — v'). 
/r u* 

L'^quation (5) du Chapitre precedent donne 

d^s r ds 1 

(3o) -J— 4-5 -f- 3 //i* — sin(r — ^'') -j- 4-5C0s(r — i^') — 5' cos(i'— v') =0. 

Soient (y?^. 7)M une position quelconque de ia Lune, MQ perpcndiculaire sur 
NK et MP perpcndiculaire sur xy. Posons 

lang QM = ij , tang PH — 5, ; 

nous aurons, a fort peu pres, 

s = tangPM = 5i -h 5,. 

Le triangle spherique rectangle NPH donne d'ailleurs 

5, = tang9'sin(p — 0'), 
d'oii, a cause des relations (29), 

(3i) 5i = V xsin(p-+- v^ 4-e), 

(32) 5 = 5i4- V xsin M i-f- -j i' -he ; 

nous avons remplace vt par -(^, cc qui est suffisant. II nous faut porter dans 

Tequation (3o) I'expression (32) de s, et celle5'= V xsin(i/-f- v/ -h e) que Ton 
deduit de (3i) en changeant i' en f^'; on trouve 






24'~('"^^y]''"[("^«)'"^*]' 



cfe ds 

— s\r\{v — v') -r 4- 5 cos (i'— v') — s'-~— sin(i'— ^'') -j^ -\- s^ cos(i' — v') 



— s\n{v — v')^t.\i-^ ^jcos h-h^ji^4-e 



-hcosCt' — p') V xsinnn — )*^"^^ 
— V xsin f (''h — i' -h e) 

r= - SinCi' -- t'')-j h.V, C0S(i' — i' ) 

at' 



— sin 
T. - III. 18 



t'iH €M\rntt Tin. 

f m 

Si rforic on uiiicWue ' - el /w* - <lev;int - • Tequ^ition ^3o » devieodra 

"^ ' 0t ra n * 



n n n 






(;*<;<tt r<;f|ijatiori CA^ avf^c un second membre. On posera. com me on I'a fait au 
»" 58, 

«t Ton Iroiiv^Ta, en negligeant, conime precedemment, les termes en m*-» 



rPZt 



^ /7t' *- 3m*cos</ 4- — .ey; I=i22y. -sinMi-: — )*'"^^| 



On connait rinU>{rrale (fi^neralr de inequation sans second membre; on tiendra 
comple dij second membre d'une faeon approcbee par la formule (lo), qui 
don n era 

le diviseur ^ — i - *, /n^ - - est petit, et doit seul etre conserve; on peut 

,3 , , * . 

meme le reduire a yfn^; car (Lk Vkiuukii, Annates de I'Ohservaloi re, t. II, p. i55) 

ia pins grande des valeurs de v est de 2G'', en prenant l*annee julienne pour 

3 
unite de temps, et jni^n represente le deplacement moyen du nocud de la Lunc 

pendant ce temps, soit environ 20**. On a done 



3 - * lif X 30oo ^ 3ooo 
1 



et nous pouvons ecrire 



55,- 05,--:V_ xsin(i'4- v/-+-e). 



7 m^ n 
4 



Laplace ne connaissait pas les valeurs de x, et il a suppose que ^ x, qui est 



7 m*/i 

4 
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au plus le 2 — de x, etait negligeablc. On a (Le Verrier, loc. cit.), pour I'un des 
groupes de valeurs de x et v, 

XT3 0,0243, v=ri8',6 (1*011 ^ X — i*,3, 

4 

ce qui n*est pas negligeable. Occupons-nous de la mise en nombres de ^, ; on 
a d*ahord 

05,= > xvcos(v/4- £) -f- > xvsin(v^ -he), 

-m^n yrn}n 

I 4 

ou bien, en ayant egard aux formules ( 29), 

,..- ^ sinr dp COST da 

(^^> ^•'•=-3— -^--3-— 5/- 

4 4 

Les expressions de p et ^r, qui resultent des formules (29), peuvenl, vu la 
petitesse des quantites v, etre developpees en series tres convergentes, suivant 

les puissances de /, et Ton en deduit -^ et ^- On trouve ainsi, en negligeant de 

tres petits termes en / (Le Verrier, t. II, p. f 01), 

^ =:-ho%o5886, ^-_o^47589 (pour i85o,o); 



on a d'ailteurs 



3 

- m^n ::= 69680', 



et il en resulte 



(35) I 3 

5|= A:sin(^'i* — y) -t- 7:mA-sin[(2 -^— 2/w)i' — acn- y] -+-fc,. 

La periode de Tinegalite 8s^ est le mois sideral. 

On pourra consulter Godfray, An elementary Treatise on the lunar Theory^ 
p. 99-iof, et Monthly Notices, 1881, p. 395-4oo, une demonstration geome- 
trique simple due a M. Adams, pour Tinegalite r',4icosr. Koiraussi dans les 
Annals of Mathematics^ Tome I, un Memoire de M. Hill : On the lunar inequalities 
produced by the motion of the ecliptic. 
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[| resulte de ce qui precede qu'ii part le petit terme a courte periode S^,, la 
latitude de la Lune au-dessus de recliplique mobile est la meme que si cette 
ecliptique etait fixe. I/inclinaison moyenne de Torbite de la Lune sur le plan 
fixe des xy varie progressivement dans le meme sens, tandis que cette incli- 
naison moyenne sur Tecliptique mobile est constante; c'est Tangle dont la tan- 
gente est k^ et k est Tune des constantos arbitraires introduites par Tintegration. 
Non seulement A: reste le meme, mais g^aussi; c'est dire que le deplacement de 
I'ecliptique n'a pas d*influence sur le mouvement moyen du noeud. 
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CHAPITRE IX. 



THfiORlE DE POISSON. 



67. Thdorie de Poisson. — C'est en somme la metliode dc la variation des 
constantes arbitraires, avec une modification dont nous avons deja parte (t. I, 
p. 2o/|). Considerons les equations differentielles dont dependent les derivees 
des elements elliptiques a, e, ^ , e, gt, 0, 

da _ ^dR de_ dO _ 
^'^ dt~ na dt' dt~ ' ~dt 

Dans le cas des planetes, on regarde les elements comme constants dans les 
seconds membres; des lors, quand on a remplace R par son developpement 
periodique, onpeut integrer chacune des parties dont sc composent les seconds 
membres des equations (i); on obtient ainsi une premiere approximation qui 
sert de point de depart a une seconde, etc. Ce procede ne conduirait a rien 
pour la Lune; Poisson (*) a propose d'inlroduire, des la premiere approxima- 
tion, des parties proportionnelles au temps dans les elements angulaires 0, xs 
et e, en posant 

0^®^ cy^®^ et e^®^ designant des constantes et A, y, k des inconnues qu'il faudra 
determiner. Nous representerons par a^, f?o» ?o des constantes que nous regar- 
derons comme les premieres valeurs approchees des elements variables a, e, 9 
(ces elements restent toujours compris entre des limites assez resserrees, ce 
qui n'arrive pas pour 0, gt et e, qui peuvent croitre ou decroitre indefmiment). 



(*} M^moirc sur le mouvemcnt dc la Lune autoitr de la Tcrre (M^moires de rjcaddmie des 
Sciences^ t. XUl). 
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On pourra integrer les seconds membres des equations (i) quand, dans le de- 

veloppement pcriodique de R, on aura rempiace a, ..., par ao 0o; on 

trouvera 

on aura eu soin de laisser de cote ies parties proportionnelles au temps dans 
8, 6, 0, t3 et S, e, puisque ces parties sont supposees contenues dans ht, jt et kt. 
Pour la deuxieme approximation, on fera 

S^a et ^jO etant de I'ordre du carre de la force perturbatrice. 

On substituera ces expressions dans les equations (i) en negligeant les Z^ 

dans les seconds membres. On aura done, par exemple, -j— egal a une fonc- 

tion connue du temps; on en tirera o^a par une serie de quadratures faciles a 
effectuer. De meme pour OjO; toutefois, si i'on Irouvait une partie proportion- 
nelle au temps, on la supprimerait. On determine A, j et k en exprimant que 
les parties proportionnelles au temps disparaissent des expressions de 8/0, O/tar 
et o,e. II convient de remarquer que, dans la premiere approximation, les 

expressions de ^) -, et ■—> ne contenant que les derivees partielles -. , — et 

-TE, ne renfermeront pas de parties constantes, de sorte que ^^a, i5,eet 8,<p ne 

contiendront pas de termes proporlionnels au temps. II en sera de meme dans 
les approximations suivantes; les expressions que Ton aura a integrer pour ob- 
tenir Sja, . . . , Sa?* • • • ♦ ^^e, . . . seront toujours composees de sinus sans par- 
ties constantes; on trouvera done, par une application indcfiniment repetee du 
precede, pour a, e et 9, des developpements qui procederont suivant les cosinus 
d'angles variant proportionnellement au temps. Quant aux elements e, gt, 0, ils 
seront egaux a e^, cjo, 0© augmentes respectivement de series de sinus des memes 
arguments. 

Tel est le principe de la methode indiquee par Poisson. On pent affirmer que 
cette methode conduirait a des calculs inextricables si Ton voulait la faire 
servir a edifier une theorie complete du mouvement de la Lune, car on verra 
plus loin qu'il faut un tres grand nombre d'approximations successives pour 
obtenir notamment Texpression de gt avec une precision suffisante. Neanmoins 
la methode de Poisson peut rendre de precieux services dans le calcul des ine- 
galites a longue periode, de Tacceleration seculaire et enfin de Tinfluence de 
I'aplatissement de la Terre sur le mouvement de la Lune. Nous aliens presenter 
les deux dernieres applications menlionneesetnous donnerons en meme temps. 
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d'apres M. V. Puiseux(*), une determination simple et plus rapide que celle 
de Poisson pour les inegaiites seculaires de gt et de 0. 

68. Ddveloppement de la fonction perturbatrice provenant de Taction 
du Soleil. — Nous voulons obtenir ce devcloppement en conservant les quan- 
tites du second ordre (e, e' et 9 elant consideres comme du premier ordre), et 
nous laisserons de cote les lermes qui contiennent la longitude de la Lune, 
parce que nous n'avons en vue que les inegaiites seculaires. II faudra conserver 
les termes qui contiennent e, e\ gt, gt', 9 et meme ceux qui renferment la lon- 
gitude du Soleil, parce que leurs periodes sont longues relativement a la duree 
de revolution de la Lune. Les formules (37) et (4i) des pages 309 et 3io du 
tome I donnent pour Ro.,, que nous appellerons simplement Ro, en ne conser- 
vant que les termes independants de X, 

- i[2A^»^-f- AV']^cos(/'-w^ - --[Ato^-hA',«']e'cos(/'- w') 
(2) / -^ -|:[3A<«)-t-3A<*'-h A;»']e»cos(2/'-2a)) 1 ~ [aA<«^ -t- 3A«,«^ -r-A^/^ e'»cos(2/'- - 2gj') 

-h -[A^»'- AV'-A;»']ee'cos(-i)-nj')- -[3A('>4- SA'/'-h A;»']ee'cos(2/'- w-w') 
4- - B<*^r)*cos(2/'— 2t') — -7Tecos(/'— w) -h -;^ee'cos(2/'— w — cr'); 

les lettres accentuees se rapportent au Soleil et celles sans accent a la Lune; 
w! est la masse du Soleil. Les coefficients A"', A'*\ A^*^ et B'*^ sont definis par 
les formules 

(a' 4- a'*— laa' cos^j/) ' — - A " -r- A^*^ cos^j/ -i A^*> cos2^j/ h- . . . , 



' I 



aa\a}-»ra!^—iaa*zo%^) * — - R<®^ h-B<*>cos^ 



On pent faciliter heaucoup leur<jalcul en profitant de ce que le rapport 4 est 
petit; on trouve, par le calcul direct, en negligeant seulement i^A , 

(<7* r a''— 2aa'C0S'|) *-_-;( 1 -r / -i 4- - COS^j/4- 7 -7^C0S2^j/-f-. . . ], 

aa'(rt» r a'*— aaa'cos^j/) • — - f -, h --cos^-+- . . . ). 



(*) Sur les principales in^galitds du mouvement de In Lune i Aitnales de l*£cole Normale supe- 
rieure, 1. 1; 1864 ). 
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On en conclut, si Ton rcmarque que le terme —, doit etre omis, comme ne 
contenant pas les elements de la Lune, 



on a ensuite 

da * 1 da 



A'" — a — — , A'" - IL _ ^ 



Si Ton substitue dans (2), on trouve que les termes en e et en ee' se detrui- 
sent, et si Ton remplace en outre -7^ par /i'^, il vient 

L4 2004 o 

,5 3 1 

4- y- e* cos ( 2 /' — 2 &) ) -h - Y)* cos ( 2 /' — 2t' ) . 

o ^ J 

Si Ton se reporte a lay?^. 20 (t. I, p. 292) pour la definition de t et de t', 
on voit que, le plan de Pecliptique de i85o etant pris pour plan des xy et le 
deplacement de I'ecliptique etant tres lent, on peut prendre 



/ fl / . G 9 

•=:^T— 0, W = CT -4-T — T=:Cy, Y) =z Sin — ^^ - 

2 2 



II vient ainsi 



I Ron- /!'*«« [^ - g9«4- |e«-l- ^r'»4- ye'cOS(/'-nj')-4-|e'*COS(2/'- 2©') 

(3) ] '• ^ 

-h j^e*C0S(2/'— 2GJ) 4- j^ 9* cos (2/'— 20) . 

Cette formule sen de base a Telegant Memoire de M. V. Puiseux. 

69. Ddveloppement de la fonction perturbatrice provenant de I'aplatis- 
sement de la Terre. — SoitR, cette fonction; en se reportant a la page 210 
du Tome II, on a 

(4) „, = f^(fi)' (,_!,) (■-.„...), 

oil M designe la masse de la Terre, a, son rayon equatorial, a son aplatisse- 
ment, y^ le rapport de la force centrifuge equatoriale a la pesanteur correspon- 
dante, (D la declinaison de la Lune, r sa distance au centre de la Terre. On 
trouve sans peine, en passant des coordonnees equatoriales aux coordonnees 
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ecliptiques et designant par (o I'obliquite de i'ecliptique, 

(5) sin CD : sinro [cosCi'— 9)sin0 -^ s\n(v - - 9) cos cos 9] -4- cos w sin (r — ^) sin9 

ou bien, en negligeant 9^, 

sin CD =: sinr sino) -f- 9sin(r — O)cos(ti, 
d'oii 

7z - sin'(D= sin*6) n — sin' w cos 2 p 9 [cos0 - cos(2i'— d)]sin2ci). 

o «j 2 2 2 

li reste a remplacer, dans la fonction -i(^ — sin^cDj, ret ^^ par 

r = a [i — ecos(/— cr)], (^ .^ /-h 2esin(/ — m), 

et a negliger e'. On trouve que les termes en e contiennent /, 2/ ou 3/; mais on 
ne doit conserver que les termes a longue periode, les seuls susceptibles de 
grandir assez par Tintegration; dans ces conditions, on peut faire 

rizLOy ^— /, rr — siii*cQ)= o — -sin*w ocos9sin26), 

J J 2 2 ^ 

et, si Ton tient compte de la relation 
il vient 

iR, = x/i*flrj ( sin'o 9cos0sin2w), 

I 

X zz: a Y. 

2'- 

70. R, est une partie seculaire qui vient s'ajouter a R^ pour former 

R = Ro-hR,. 

Cela pose, nous appliquerons les formules (A) ( t. I, p. 169), en les bornant 
a leurs parties principales, savoir : 

da -1 d\^ 



(7) 



(8) 

T. - 111. 





dt ' - 


na 


de - ^' 


( dB 

dt 


I dVi 
nd^c^ c^9 




^? _. ' ^R 

dt na^r^ dO ' 


drs 
dt 


I dR 

na*e de 




de I dJX 
dt na^e dm 


dt 
dt~ 


2 dJX 
na da 


1 / dR _^^()R\ 
2na^V do de J 



'9 
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On voit que a est constant* et, par suite, n aussi. En raison de la petitesse 
(io H, par rapport a Ro, on pourra considerer ce que deviennent les equa- 
tions ( 7) quand on y remplace R par Ro, puis par R, ; soient B^ et SO les valeurs 
obtenucs par Tintegration des dcrnieres equations ainsi formees, 9, 0, ^ et cr 
les valeurs ohtenues par Tintegration des premieres, les valeurs des elements 
seront 

9 -f- (59, 9 -r-dOf e, m; 

8e et 8ta sont nuls parce que R| ne contient ni e ni gt. Dans le second membre 
do Tequation (8), on devra remplaccr R par Ro-f-R, et ensuite augmenter 9 
et de 8^ et 80. Les equations difTcrentielles dont on vient de parler se forment 
ais^ment et sont 



(A) 



dp 6n' 

cit "~ 



t 



(R) 



(A') 



,- ll- C0S(2/'--29)], 

,; — -7 — [i ; 5 cos (2/-- 2CT)], 
at \ n ^ '^ 

dt ^n ^ ' 

ddO I /r7,\« I ^ . 

,, ~ x/i — -cos0sin2w, 

dt 'Ji \a J <^ 

f -, :^— - x/i ( — j sin0sin2ci). 
dt na\ ()a 2 a dn 1 ina^ de ina^\ dr^ 0^ J 



dt " - \ ['■ h'-^ ^"^ ^•") -^-' (^)X' -^^'"'" -i^%cos0sin2.). 

On a omis dans le second membre de cctte derniere equation les termes qui 
contiennent / — en', 2/'--2aT', 2/'- acr, 2/ — 2O, non qu'ils soient insen- 
sibles, mais paroe qu'ils n'onl pas de role a jouer dans le cadre de cette expo- 
sition. 

On doit romplacor dans la derniere formule 9 par 9 -h 09; on pent negliger 
(S^V et, en represenlant par £ -h Ss la valeur complete, separer Tequation en 
deux autres, savoir : 



ds /# 



v^' "^ ~ " /i'^^^"^ '^^ \ <i^ j 1^ — 3^>"'^— 7-?cos^sin2w 
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II est inutile de remplacer par h- oO; il n'en resulterait pas de changenient 
appreciable. 

71 . Perturbations des dldments 6, ^ et s causdes par raplatissement de la 
Terra. — Ces perturbations resulteront de Tintegration des equations (A',; 
dans leurs seconds membres, d'apres la methode exposee au commencement 
de ce Cbapitre, on doit remplacer 9 par sa valeur moyenne 9© ^t ^ par 
Oo ~ A/ -f- 0^**^ On trouvera done 



69 rr: 

(I)') 



— X -T ( — I -sm9sm2Gi), 

'xh\ a J 9 

/ 69 = 4-/- ( M cos(?sin2M. 
Si Ton remplace S9 par cette valeur dans Tequation (C), elle devient 



ou bien, en mettant pour h sa valeur approchee, - >- » 



= x/i I - * ) (2 — 3 sjn*w) ;- x/i ( -- j 9 cosOsii 



L'integration donne 

<J6 = x(--| (3 — 3 sin*fj)) nl — j-'^j \ - - ) 9 sin 6 sin 3 w; 

le petit terme en nt produira seulement une legere alteration du coefficient k 
de / dans e; on pent le laisser de cote et se borner a 



(E') 3£ = -i5.^^^^y^sin5si 



sm2(k). 



On voit done que Taplatissement de la Terre n'a pas d'influence appreciable 
sur les elements a, e et gt. D*apres les formules (D') et (E), il produit sur les 
elements 0, 9 et e des inegalites qui ont pour periode celle de la revolution de 
la longitude du noeud, 0, soit i8'"*| environ. 

72. Perturbations de la longitude et de la latitude de la Lune causdes 
par raplatissement de la Terre. — Soient L et A la longitude et la latitude 
de la Lune; on a 

sinA = sin(i' — B) sin9, 
L= /-+- 2esin(/ -bj) h. . .4- reduction k T^cliptique, 



/-^€-i- 



( ndl. 
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On en tire, avec une precision suffisante, 

3A .-09sin(/- 0) -f- 9 cos(/ — 0) (os - -dS), 
ou bicn, en ayant egard aux formules (D') et (E), 

ou encore, en negligeant le terme en 9^, 

^Anzx- .-(— I sin 20) sin/, 

2/1 \ a / 



oL --. - 



~r^7\ ) 9Sin3OL)Sin0. 



On pent remplacer x par sa valeur (G) et -- par le sinus de ia paraiiaxe hori- 
zontaie equatoriale moyenne P de la Lune; il vient ainsi 

I 3A-- "~A (^~' "XJ sin' P sin 20) sin/, 
(F) ) 

/ 3L =: Yj~ (oL-~ -y J 9Sin*P sin 2 « sin 0. 

L'inegalite de la latitude a pour periode le mois sideral, et celle de la longi- 
tude, la duree de la revolution du nneud. Ces inegalitcs sont devenues sensibles 
a cause du petit diviseur h\ quand on met pour n, A, a, y, P et (o leurs valeurs 
numeriques, on trouve les premieres parties des formules (1), page ^67 du 
Tome II. 

oA-^ — 8% 382 sin/, dLr- i- 7", 624 sin 0. 

L'inegalite SL avail ete indiquee a Mayer par les observations; Lagrange, 
dans son Memoiresur r acceleration seculairc de la LunCy avait eu le premier 
ridee d'introduirc Taplatissemcnt de la Terre dans les equations differentielles 
du mouvement de la Lune, mais il avait neglige, les supposant insensibles, les 
inegalitcs qui contiendraient 9 en facteur, ce qui est precisement le cas de SL. 
Vingt-sept ans plus tard, Laplace, en calculant les termes qui avaient echappc 
a Tanalyse de Lagrange, retrouva l'inegalite signalee par Mayer et en expliqua 
ainsi tres simplement la cause. Mais il decouvrit en outre, par la theorie, Tine- 
galite SA de la latitude, que Biirg et Burckliardt confirmerent ensuite par la 
discussion des observations. 

Outre ces inegalitcs, Taplatissement de la Terre en produit encore d'autres 
beaucoup plus petites, quelques dixiemes de seconde, au plus; elles ont ete 
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(lelcrminees avec soin par Hansen (Darlegung der theorelischen Berrchnung der 
in den Afondta/eln angewandten StOrungen , 1. 1, p. 459-47 1» et t. II, p. 273-322) 
et parG. Hill (Astronomical Papers, t. Ill, Part 11; Washington, 1884). 

73. Indgalitds s6culaires du noeud et de rinclinaison caus6es par raction 
du Soleil. — Elles dependent de Tintegration des equations (A). Si Ton veut 
appliquer le procede de Poisson a la premiere 

qui ne contient que 0, on fera 

If » 
OU 

cos (2/'- - 2(/) = COS (2/'— 200—25,9) ~ C0S(2/'~ 2(?o) 4- 2Sill(2/'— 20o) ^l^t' 

on aura d'abord, en substituant dans Tequation difTerentielle et negligeant n \ 

rf3,0 3/i'» 



dt \ n 



C0S(2/'- - lO^), 



Puis 



*^^-8,.(rar""^^'-^'^^- 



/l 4- > C0S(2/'— 2(?o)-» 



ou bien 

dt 

On posera 



4/1 — ' ^' dt 

3/i'« 3/i'«r ^ „ ^ , 3/i'« . ., ,, ^ vl 

— - > - -i- , - cos('^/' -'iOo)\-^-- , -,-r2Sin=(2/'- 29o) 

- - /n- o-^, TT - i — rf / — 7tCOS(4/' -4^0 . 

L 4'* 32/i*(/r — /i) J 32/1* (/I— A) ^ 



et Ton aura ensuite 



3n'^ _ __9^'! 

4/* 62n^n'-h) ~^' 



,'i 



^'^— 7 .8.»K-/0' ""^^^'--^^'^- 



L'avant-derniere equation donno 

h 3,0, n' 

- — — 7//i'H- ;7-m', m " — , 
n 4 32 n 

et il en resulte 

e = e,-\- ^ ^"^^ sin(2/^-2go)-^-'^Jsin(4/^-4go). 

Q / J \ 1 2o 



{'■^-r) 
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Mais il est plus simple d'integrer rigoureusement les equations (A); nous 
ailons le faire en suivant le Memoire de M. Puiseux. 
Soil pose 

/ \ '^' II n j^ dB , du 

(9) ~--nu I'-e^u, d'ou ^-:^„'--^-; 

les equations (A) donneront 



du 3 3 

4 



— T-r- =1 I -h 7 m — , //I C0S2 M, 

n dt 4 • 



d'oii 



(lO) 



( 



(••) 



d^ 


3 

" 4 


/n<p i 


5in2{/, 


n'dt ' 


3 ^ 
I -f- 7 m 


^n'df. 


1 


du 

'6 m 

— ., - cos 2 // 

4 -T- 6 m 


dcp 




3m sin?, w du 


9 


4-H 


'6 m 


— 6 m cos 2 u 



II convient de considerer d'une maniere generale I'equation 

(12) dx^ fi- 

I 4- p C0S2J' 

ou bien 



(I -h (3) cos*/ -+- (I — (3; sin*/ 

dans laquelle p designe une constante. On en tire, en integrant et representant 
par c la constante arbitraire, 

(1 3 ) tang J - y/ ^i| lang [(.r + c) v 1 - 3* ] . 

Les equations (lo) et (12) deviennent identiques si Ton fait 

/' 3 \ , a 6 m 

la formule (i3) donne ensuite 

(I'l) tangw= — z=L_^r^- tang i / I -1 - /n/i'(^ 4- c) . 



V 



H — rn 
2 
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Posons, pour abreger, 
et la relation (^i4 ) donnera 

I I — y 

d'oii, en vertu d'une formule bien connue, 

u = /'— 0--- X - - sinaX h ■- sin4X — . . . 

ou bien 

0IZZ /'— X -+- ^sinaX — •- sin^X -h. . . ; 

I 2 

/' — X est la partie moyenne 0^, de 0; Ysin2X, «--sin4Xf ... representent les 

inegalites periodiques (leurs periodes sont longues deja par rapport a la duree 
de la revolution de la Lune). On a, en ayant egard ^ (i5)» 

(17) 0^—-n'tiK/i'^ ^m-iJ4-0<*^ 

Cela definit le noeud moyen; on voit qu'il retrograde d'un mouvement uni- 
forme; la periode de la revolution est —- -• On a ensuite 

/I'i I -} - m - 1 
\ >' / 

X :/'-6o. 

de sorte que les inegalites periodiques de sont proportionnelles aux sinus 
des multiples pairs de la distance du noeud moyen de la Lune a la position 
moyenne du Soleil. La duree de la revolution synodique du noeud moyen est 
d'environ 347 j^urs; par suite, I'inegalite la plus longue de 6 a pour periode 
173 jours environ. 
La formule (11) donne ensuite 



log<p — - -log(4 -h 3m — 3/ncosaii) h- const., 



d'oii 



3 3 

9 i / I -4- ^- m — ^ m C0S2 u = const., 
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ou encore, en substituant la valeur 



C0S2U =1^ 



3/7H-(4-4-3/n) cos 2 X 
4 -h 3 /?? -^ 3 m cos 2 X 



tiree de la relation (i6), 



3 3 

9 ^ ^ \ I 4- 7 m -h 7 m cos 2 X, 



V 



g^ designant une constante arbitraire. Cette expression pent se developper sous 

la forme 

(p = 9<^^--h 9^*^ C0S2X -^ 9^*^ cos4X -+-...; 

on voit que (f^^\ la valeur moyenne de cp, est constante et qu'il y a une serie 
d'inegalites proportionnelles aux cosinus des multiples pairs de X. Nous resu- 
merons les resultats precedents dans les formules suivantes : 



m T=i 



n' 
n 



X— \/ H- -mn'it-^-c). 



V 



(D) 



tang(/'-e) = 



tangX 



_v/ 



3 

I H ni — I 

2 



IH m 4- I 

2 



v/ 



3 
I H — m 
2 



= /'— X -1- ^sin2X — — sin4^ -+-. . . , 

I 2 

/ 3 3 

9 = ^i/i4- jm ^ ^mcos2X = 9^^^H- 9^*> cos 2X4- 9<*)cos4X -+-..., 



74. InSgalitSs sSculaires du p6rig66 et de rexcentricitS caus6es par 
raction du Soleil. — Eiles resulteront de Tintegration des equations (B), 
que i'on pent effectuer rigoureusement. On pent remarquer que, suivant la 



valeur de 2/' — 2gt, la vitesse -rr du perigee pent varier entre les resultats que 

Ton obtient en multipliant j — par -f G et — 1\\ dans le cas du noeud, les 
limites sont moins larges, 4- 2 et o. Si Ton fait 



les equations (B) donnent 



/' — w = M,, 



n'dt 

de 
n'dt 



3 i5 

=z I — J m y m C0S2 </i , 

4 4 

i5 
= 7- me sin 2 Ml , 
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(lo) — — — 7 5 z 9 

e 4 — '^ ''* — I i> ''* cos 2 Hi 



(,-?m)«V*^ 



^Wt 



I — 7 r, C0S2^/l 

4 — om 



et cette dernifere formule devient identiquo a (12) si Ton fait 
II en rcsulte done, d'apres (i3), 



/,-5;,, 



(19) tang//, r= y 7:4^3:^ ^«'^n^'^i - 



en posant 



>., — 4// I — 5i//ij (n-3m)/''(^-+-<'i). 



La formule connue, que nous avons deja empIoyc(\ donne 



//, =: >., — y, sin2>, -4- -y\ sin^^i 



on faisant 



v/i -4- 3 /;i — i / 1 — 2 ,/, 

y, rzr - 



- — 1 



v/-f 



ou encore 



V I -h 3 /// -f i / I — - m 



y V* 



on a done, pour la paHic moyenne de ci, 



Wasn't I - i/(i —-InAii-hSm) -4- w^^^ 

,ft. . /3 , 22.5 , 67.5 , \ 

\4 32 128 / 

La Vitesse est positive et ic mouvemont direct. On a ensuite 

T. - in. 



20 
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Get argument est done la valeiir moyenne do la distance angulaire du perigee 
de la Lune au Soleil; rinlervallc de temps qui separe les deux epoques oil le 
perigee est en conjonction avec le Soleil est la revolution synodique du perigee; 
elle est d'environ 4 1 2 jours. 

Done la periode de I'inegalite la plus longue du mouvement du perigee est 
d'environ 206 jours. La formule (18) donne, en effectuant Tintegration, 



I 3 i5 
i / I — -m J m C0S2 w, =1 const. 



ou bien, en remplaQant m, par sa valeur en X< au moyen de la relation (19), 



/ 3 i5 ^ 

= ^"l i/ I — 7 /?! 4- — W C0S2/, ; 



cette expression pent se devcloppcr en scrie suivant les cosinus des multiples 
de X,. Voici le resume des formules : 



.1 = \l {^ — f ''') (I -+-3///) //(/-he), 



V 



9 



(D.) 



y I H- 3 /7? -f- \ / I — - m 



\ — -m 

lang(/'— CT)^ V -j-j-|- lan^^}.,, 




CT=: /'— X,-4- ^ sin2>.,— '^^ sin J X, -+-... , 



e = g^\/ i — yin -h-f //2Cos>.X, = r(o)-h e^*) cosaXi -f- e^') cos^X, -f- 

V 4 4 

Cherchons le plus grand ecart entre le perigee moyen ct le perigee vrai. On a 

Xi — M, = /' — CIo -— ( /' — GT ) = CT — GTo ; 

il s'agit done de trouver le maximum de X, — //,, a, ctX, etant lies par la rela- 
tion (19); on doit avoir du^ = r/X, et, par suite. 



9 

(20) 



. / \ — ^m 
COS //, r I r ,)in t:os=^/., 
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En combiiiant les forinules (ij)) et (20), il viciii 
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V/ I — - //I / 7j 

\ I -i- 3//< — i / \ — - ni 
lang(>.,- //,)::..- -.^^_.- ^^v-^ 

en Taisantlc caicul nnmerique, on trouve, pour le maximum dcX^ — //, = ct— gTo, 
8**4i'. Dans le cas du ncuud, la dill'erence entrc la position vraie et la position 
moyenne a pour maximum i"3i. La plus grandc des inegalites periodiques 
du perigee atteint if; pour le nteud, c'est i"3o'. On trouve encore que Tin- 
clinaison 9 oscille entre Vn/35" et 5"i7'3V' et rexcentricite entre 0,04629 
et 0,06277. 

75. Influence de la difference des deux hemispheres terrestres sur le 
mouvement de la Lune. — La ibrmule {f\) ne donne pas toute la fonction 
perturbatrice provenant de la non-sphericite de la Terre; il y a d'autres lermes 

en -T> — > ••• qui vont en diminuant rapidement; nous considererons seule- 

ment le premier, que nous representerons par Rj. Nous aurons 

Y3 designant une fonction de Laplace, contenant les deux angles X et cO, ascen- 
sion droite et declinaison de la Lune. II est aisc de voir que =1, figurera toujours 
avec — 0, designant le temps sideral d'un meridien determine de la Terre. 
Les termes de Ro, qui renferment les sinus ou cosinus des multiples de X — 0, 
seront a tres courte periode et ne pourront pas grandir par Tintegration. On 
peut les supprimer. Si Ton se reporte a la tbrmule (I) du Tome II, page 270, 
on voit qu'on aura Y3 = ORj, an, designant un polynome de Legendre oil la 
variable est sin a); done 

Y, =:C ( -sin^O sin(O), 

d'oii 

(21) H,:^x'i^(^^y(sin'(D-|sin(©), 

x' designant une constante qui serait evidemment nulle si les deux bemi- 
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spheres tcrrestres etaicnt idcntiques, de sorte qu'on peut dire que Texpression Ra 
representc en quelque sorte Teffet de la difTerence des deux hemispheres. Cher- 
chons son influence sur le mouvement de la Lune. Elle doit etre tres faible, et, 
si elle arrive a etre appreciable, ce ne pourra etre qu'a la faveur d'un tres petit 
diviseur introduit par Tintegration. 11 y en a precisement un qui correspond a 
Targument GT -h 2O; le perigee fait sa revolution en 9 ans etle noeud en 18 ansf ; 
la vitesse moyenne du perigee est done presque egale a deux fois la vitesse 
moyenne du naud, prise avec un signe contraire, et le coefficient de / dans 
tiT-f-20 est tres petit. L'inegalite en question contiendra, comme on sait, le 
facteur e^^. Aussi doit-on avoir recours a Texpression (5) de sin(£) et y conser- 
ver ^^, ce qui donne 

sin(E) = sini'sinw -^ 9 sin(r — 0) cosco 9*sin(i' — 9) cos^sinco. 

3 

Le terme en o^ dans sin'co — -sin(0 est 

89' sin CO I sin(>sin*(r — 9) cos*&) siii*fD sin* c cos sin (r — &) h siii(i' — 0) cos^ I . 

11 faut y chercher la partic qui contient rargument 2O; cette partie a pour 
expression 

-9'sinco — cos' CO sin ('COS (21— 2O)— - sin*o)sin*i' sin(i' — '2O) -\ sin(«' — -lO) 

ou bien 

(22) J 9* sino) Ci sin(3r — 2O) -+- Cj sin(i' — 2O) — 7 sin*cosin(('-+- iQ) , 

oil les coefficients C, ct C2 sont des fonctions de w qu'il est inutile de develop- 
per. On doit remplacer maintenant v par 

l-\- 3esin(/ — Gj). 
D'autrc part, on peut prendre pour Taulrc facteur —^ de Ra 

(a3) y^---{i -|-4e('os(/-GT)]. 

II faut ensuite faire le produit des expressions (22) et (23), la premiere 
etant transformee coninic on Ta indique plus haut. On voit assez facilement que 
Targument 3i^ — 2O ne donnera pas de tcrmes independants de / et que Targu- 
ment i^ — 2O ne produirait que des termes en gj — 2O, que nous n'avons pas a 
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coiisiderer ici. L'expression (22) doit etre reduitc a 







iG 



9* sin"'o) siii(i' -^- lO) 



ou encore a 



(22 his) j:7 9*siii'oj [sin(/-i- aO) — e s\n(u5 -{- 9.0) -\- e siii('2/ ~ gj -+- '2O)]. 

En faisant le produit des expressions (22 bis) et (23), porlant dans tt^ et ne 
conservant (|ue les lernies de la forme clierchee, il vient 



3 



II, - - -t -/fM ^\.-c> siii^co sin (© -f- 2 (?) 



ou niieux encore 



(24) 






Les formules (7) donneronl, avec cette valeur Rj de H, 



et 



(25) 



dl 
de 



--^ o. 



dt ih \a J ' 

d(^ '^ , /^i\^ . , , n. 

-^ =^ - X //( — J e9 sin'oicos(cT -+- 2^) 



-J- = ;; x'/i — — sin'oj sin(GJ-h 2O), 

3 /a \' 

:— -x'/^f — J t' sin^w sin(cT 4- 26), 

-7- z= — rr-y. nl — t'o* sin'o sin(nT 4-2 0). 

dl 6'2 \a / ^ 



dxti 
~di 

dO 
dt 



On en tire, en se rappelant quey et h representent les coefficients de / dans 
GT et 0, 



lb J -^ lit \a J ^ 
00— - yJ -. J — I e9snrojsni(cT4- 2y). 

II faut remplacer e et 9 par e-\-^e et 9 -h S9 dans I'expression complete 
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(le -f^ qui coiitient notammcnt 
cela (lonnera 

7 — (909 — cde) =1 -irj-*- 7 — 6'9* Sin' w Sill (gj -^ 2 6). 

4 /^ 64 y 4- '^ /i \ « / 

Cette partie devra etrc reunie a rcxpression (25), ce qui donncra 

ij = ^ x',/ f^y I —4^^- -- 38 I eo^ sin'o) sin(iiT -^ 2(?), 

d'oii, en integrant, 

(26) 0£=:— tttX' . rf— I \^ni'- 7 — 38 Uf9* sili^G) COS(CT-H 2^). 

^ ^ 04 y -4- 2^ \ rt / V y -+- 2A / ^ 

Cette expression de Zi reprcscnte a fort pcu pres la correction de la longitude 
de la Lune, qui provient de K^. On a 

j zzz 0.008 4^2//, /i zii o,oo4 Oil 7/^, 

(I'oii 

y -h 2 A zn -^ o , 000 4o8 6 // . 

En substituant dans (jG), on aurait 

Oi' = — o\A^)y.' cos(gj -h 2O). 

Bessel, en comparant au calcul les longueurs du pcndule observees dans les 
deux hemispheres, a trouve que I'on pouvait prendre x— o,ooo33; dans ces 
conditions, I'inegalite dont il s'agitestentierement insensible; sa periode serait 
d'environ 179 ans. 

76. In6galit6 de Laplace. — Laplace en a signale une autre ay ant a fort 
peu pres la nieme periode (son argument serait nr -f- 2O — - 3cy') dont nous allons 
faire le calcul approche. Cette inegalite doit contenir le petit facteur o^ee'^. 
Reprenons la fonction perturbatrice 

/•'•* \'i 2/ r'^ V'j 2 / 



ou 

s 
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On a d'ailleurs 

— z^ cose H — 'v- sin 9 sin (i' — 0)^ -7 -- cose', 

r 2 • r 

y ' y' 

^ — sini' o*cos6sin((' — 0), -^ = sint^', 



on en tire 



5r- cos(i' — r') 9'sin(t' — 0)sin(^'— 0). 



En siibstituant dans R et no conscrvant que les termes qui contiennent ^* 
et 2O, on trouve sans peine 

R = «'*'*{ ~ ) '•*9*[C0S(2r — 20) ^- C0S(2r'— 20)] 



r'\i ^8 



-+- ^/<'*(^j --,9*[6cos(r-+-i''— 20)-+-5cos(3r— r'— 2 0)-^5cos(3^'— r — 2 0)]. 

Soil if l*anomalie vraie dc la Lune; on a r= i^^ -h gt, et I'on ne doit conserver 
que les termes oil cr et entrent seulement dans la combinaison gt-+- 2O. On 
devra done se borner a 

R=: ^/l'«(^'^!V-,9«COS(3(''-.iV-nT-.20). 

II est facile de voir que, dans le developpement de R suivant les sinus et co- 
sinus dcs multiples de Tanomalie moyenne Xi du Soleil, la partie non periodique 
est identiquement nulle. Ceia revient a demontrer les equations 



.»« -• O f /»«1^ 






ou bien les suivantes 



JC sin3ir' - , r cos3ii'' ^, 



oil w' designe Tanomalie vraie du Soleil. 
Or ces equations deviennent 



(27) 



f ( I -H e' cos iv' )* COS 3 II'' div* =^ o, 


/» lit 
(i -+- e' cos if'')* sin3(r'^u'' r= o, 
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quand on a cgard aux relations connucs 

_, «'(i-e") 






jr.. 

1 I 4- e cos«' 



Les formules (27) se verifiont immediatement. On voit done que, dans la 
premiere approximation, il n'y a pas d'inegalite do la forme indiquee. On en 

trouverait une cependant en prcnant dans R la portion qui contient -7^ en fac- 

teur; mais elle renfermerait Ic coefficient 






(y-H'A-.V') 



(J)'9'e.". 



qui estdudouziemeordre,si Tonconsidoro -r ct ^-— — - ^- com me de petites 

quantites du second ordre, les autres clant du premier, et serait aisement ne- 
gligeable. 

Le calcul que nous venons d'exposer est du a Poisson. Laplace supposait que 
rinegalite pouvait etre sensible; il avait meme determine empiriquement son 
coefficient pour faire cadrer la theorie ot rohsorvation. Mais il n*est pas prouve 
qu'on ne pourrait pas retrouvor Tinejijalite en question en combinant des per- 
turbations d'ordre inferieur. Nous devons dire toutefois que Delaunay declare 
{Comptes rendus , t. XLVII, p. 81 3; i8r>8) qu'il a calcule Tinegalite en question 
par sa methode, en tenant compte du carre et du cube de la force perturba- 
trice, et qu'il a trouve le coefficient inferieur a o'',ooi, done absolunient 
insensible. 

77. Influence du d6placement de I'Scliptique sur le mouvement de la 
Lune. — Nous avons deja considere (p. rj()) celle influence, mais seulemenl 
sur la latitude de la Lune; nous allons reprondre la question et la traiter com- 
pletement par la methode de la variation des conslanles arbitraires, en suivant 
un calcul tres simple dii a M. Radau {Bulletin astronomicjue, t. IX, octobre 1892). 

Soient(p' et 0' les quantites analogues a 9 et a qui determinent la position 
de Tecliptique, par rapport a un plan fixe, Tecliplique d'une epoque deter- 
minee. On pourra prendre pour expression de la force perturbatrice celle de la 
page i44> oil figurent y;, e el e ; en nej2:ligeant les excentricites et les termes 
periodiques, il viendra simplement 

(28) n^n'^a^(^^-lr^^y 

Si Ton considere le triangle spherique forme par Torbite de la Lune, Teclip- 



THEOHIK l)E POISSON. iCl 

lique mobile et le plan fixe, dans lequel un eotc el les angles atljacents ont 
pour valcurs respectives 

0— 'y', 9' el 180''— 9, 
le troisienie angle J etant lie a r^ par la relation 

. .1 

rt '— sill -> 
2 

on aura 

cosJ — I — 20* .=: COS9 cos9'-h sin^p sin9' cos(^ — 0'). 
(roil, en negligeant les petiles quantites du troisienie ordre en 9 et 9', 

(29) 4ri^ = 9'-+- 9'*- 2 99'cos({?— (/'). 

Les formules (28) et (29) donnent ensuite 



On en conelut 



U = ,*'^.^[i~^9«-|9'*-+-^^99'cos(^>-G')"J. 

I- 2^ cos((> -(/')!, 



d9 


1 d\\ 


3 n'^ 


dt 


na-^ do 


1 fi 


./9 


I on 


3 n'- 



Si Ton pose 



dt na^^ uU L\ n ^ 

9 sinO =p, 9 cos^ = 7, 

9'siny=i/^', 9' cos ^'=7', 



on trouve aisement 






rtn 

3 /i'* 

4 n 

Pour integrer ces equations, on pose, en designant par A et B de nouvelles 
variables, 

ip=: A sin//^-+- B cosA^, 
/ 7 r=— AcosA/ H- B sin/i^. 

Si Ton substitue ces valours dans les equations (3o), il vient 

, ^A , d\\ , , 

sinnt—z — h cos /it—. /i^'^zo, 

dt dt ' 

. dX . . dB . , 
dt dt ^ 

T. - III. 21 
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(I'oii 

— z^ h{g' Sill /it -h p COS hi) y 

— z^h{q'cos/it —// s'lnhi). 

Integrons par parties ct designons par Ao et B^, deux constantes arbitraires; 
nous trouverons 

SA = Ao -hp' s'lnhl — q'cosht— I (slii /it -~ — coshl -J- ) dl, 
/ B = Bo4-/>'cos/<^ -h y'siii/// — I (cos h( -j- -^ sin ht^j dt. 

Or on pent admettrc (jue, pendant un temps ires long, ^ et ^-j- restent con- 
stants, et poser (Le Verriek, Annates de robservaioire, t. II, p. 172) 

-- -— — o", 009 = /; =: oj sin 6', 



(33) / dq' _ 



" '.-•<; — n f.^nncH' 



dt 



^= — O ,470 -zlC z= WCOSy 



» 



6'= 173% oj = v//>'+c-* = o",4«. 

Les forniules (32) et ('3i) donnent ainsi 

A = Ao-+-p'sin/<^ — q'cosht -h - ( bcos/il ■+- csUiht), 

n 

B = Bo4-/>'cos//^-^ q' sin /it -h j {— 6 sin hi 4- ccos^O, 

p =: An sin /// -h By cos hi -+-/>' 4- t > 

// 

<7 =:— AqCos//^ -h Bo sin/// -f- 7'— ,• 

// 

On peut poser 

Ao=:— 9i cosA,, By m 9i sin//i, 0^ 1=1 h^ - hi, 

/?, r- Oj sinC*, , y, =: Q, cos Vj , 

oil 0| et A, designent des constantes, et ii vient ainsi 

c h 

(34) P—Pi-^p'-^y 7 = 71 + 7'— 7/ 

Les accroissements do/; et de 7, diis au deplacenient de Tecliptique, seront, 
a tres peu pres, 

(35) 5p — ^'_|_^^, c)7 = 7'--^ 
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On aura aussi, pour la variation do I'angic J que forme I'orbite de la Lune avee 
IWIiptiquc mobile, 

Soit s le sinus de la latitude rapportec au plan fixe; on aura 

5 =:sin9 sin((' — {/) = ^ sine — /7C0s^, 

d*oii, en negligeant 8v, 

ds = sin \^ dq — cos i> dp 

ou bien, en ayant egard aux relations (33) et (35), 

ds=2 9'sin(t' — 0') — -7Cos(r — 0'). 

Le dernier terme represente Tinegalitc cherchee de la latitude, rapportee a 

Tecliptique mobile. Le coefficient j a pour valeur i",36, ou mieux i",42, si 

Ton attribue au moyen mouvement annuel h du noeud sa valeur plus exacte 
o,338. L*inegalite devient alors 

is=:— i',42C0s(r — 0')=z-h i^^Ti cosi' — o', i*^ sinr. 

On a maintenant, pour Tinegalite correspondante de la longitude, 

de 2 f)l\ 9 on 



~ — ' 



d'oii, en remplagant R par sa valeur ci-dessus, 

$=- — H- - — [9*H-9'»-299'cos(0-(?')]-§— [9»-99'cos(e~0')]. 
En introduisant/:>, y, p' et q et negligeant/?'^ -i- q'-, \\ vient 

RemplaQons p ^i q par leurs valeurs (3/|), omettons les parties constantes et 
les termes du second degre en 6, c, p et q \ nous trouverons 

-^ — 3(c/;, — bq,)— ]^h(p,p'-^q^q'). 

On en tire en integrant 
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on verifie aisement ce resultat en differenliant ct ayant egard aux relations 

dt - '^' di - 

Si Ton inti'oduit tie nouveau o,, 0,, o' et 0', ii vient 
en rempiaQant o, par 9 = 27, on trouve enfin 

dc = - Qo' sin (^ — (;') 4- 5v ^ cos((; - y). 

Le coefficient de cos(0 — 0') est egal a o",3i, quand on attribue a A la va 
leur o/^5, qui resulte de la premiere approximation. 
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THEORIES DE MM. LUBBOCK ET DE PONTECOULANT. 



Ces deux theories sont fondees sur los memes principes; la premiere est con- 
tenue dans divers fascicules parus en i833, i83G, 18^7 et 1840 sous le titre : 
On the Theory of the Moon, and on the Perturbations of the Planets, La second e 
remplit en entier le Tome IV de la Theorie analytique du systeme du Monde, paru 
en 1846. 

Les deux auteurs ont cherchc a obtenir directement les perturbations de la 
longitude, de la latitude et de Tinverse du rayon vectcur de la Lune, develop- 
pees en sinus et cosinus d'arguments variant proporlionnellement au temps; 
lis ont introduit, des le debut, comme Poisson Tavait conseille, la longitude 
moyenne de la Lune au lieu de la longitude vraie. Lubbock s'en est tenu aux 
premieres approximations; le travail de M. de Pontecoulant est beaucoup plus 
etendu, et c'est celui dont nous donnerons une idee assez complete dans les 
pages suivantes. 

78. En supposant egal a Tunite le produit de la constante f de Tattraction 
universelle par la somme des masses de la Terre et de la Lune, et designant 
par.r, /, z les coordonnecs rectangulaires de la Lune, par R la fonction pertur- 
batrice, on a, comme on sait, les equations difFerentielles 

d^x x^ _ d\\ d*y ^ J . ^R ^ £ _ <)\\ 

^'^ ftf* "^ /•' ~ dr' dl^ 7' Jy' 71? '^ 7'~~ dz ' 



Multiplions ces equations, d'abord par .r, >% z, ensuite par 2r/.r, idy et 2dz: 
nous trouverons 

I d^x d*y d'z I dR OW dR 

\ dl^ • dl- dt^ r dx • dv dz 

(2) < 

, dx^ -+- dy^ 4- dz* , i 

d ±^ 2d - — 2 

dt* r 



I ^- dx -^ -r~ dy -f- r-dz] 
\dx dy * dz / 
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Prenons pour plan des xy le plan de recliptique suppose fixe; soil i^ la lon- 
gitude dc la Lunc comptee dans ce plan, s la tangente de sa latitude au-dessus 
de cc plan. On aura 

.„, /cos I' rsini' rs 

(3) a--- ., 7=r.-^:._, z^ _ ; 



on en tire aisement 



on dR dR dR 






et 



a: 



^/i- "~ t/^ "^ m^ ^77« "^ (i-+-.v-r ^7/-'' 

^jT d^ ^ — ^ ( ^^'^ ^y ^^^\ ff-J^^-^^h'^-hdz* 

d- r r- </i'' /•- ds^ 
=: /• 



dr- ' I -+-A'^ ^/7« (H-.v*)* dt^' 

de sorte que les equations (2) donnoronl 

I ;//i ' 7T;t* ,7^2 + (Th^7 dt' ~ ? -^ - - 2j c/ H, 

/ .^'' _ _ {!!_ ^'*!! _ /•' ^/.v^ _^ ' _ .^^^ 
f '77/^ "~ 74^2 ;/}! — JTzp^rp ,7,7 -^ 7. - '-j,:'^ 

on a pose, pour abregor, 

(;>) </ n — - d,r ^ dy -h . Jr., 

et — - designe la consfante qui acconipagni* Tintcgralo 2 / r/'R, dont le sens est 
precise par la formule 

J J \ ()v dt ()y dl ()z dt j 

En ajoutant les equations ( ■{), on trouve 

c'est une equation fondamentale dans la llieorie artuelle : elle se trouve deja 
dans la Mecanique celeste do Laplace. 

Multiplions maintonant les deux proniii'res equations (i) par —y et -h/r; 
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nous obtiendrons 

d^( civ _ dx\ _ OK _ d^_dK 

(J'oii, en ayant egard aux formules (3) et designant par h unc constantc arhi- 
traire, 

IB) 

Enfin la relation 



<it '■' V" ' J 


o^> r 


Oh r <l\\ 


rs 0\\ 




— 


OS y/ !-+-,?* OZ 


I -h v- Or 



pcrmet d'ecrire comme il suit la Iroisiemc dcs equations (i^ : 



(/- / rs \ I rs \ I -\- s* 0[\ s ^^1^ _. 

dr- \^7ri^tJ "^ 7' y^r-f-T* ^' <>•>• v'^"^+^* ^'' ~ ^ 

Les equations (A), (B), (C) vont inaintenant nous servir de point de depart. 
Soient r' et / le rayon vecteur et la longitude du Solcil; on aura, comme on 
Ta vu a propos de la theorie de Laplace, 



m'r* 



[{z=z -[, — 3.9* -4- 3(1— 6'*) 008(2^^—2/)] 



- "TT *M * ^1 COS(i' — v') -4- 5 ( 1 — ^.vM C0S(3i' — 3i'') 



oil m' designe le produit de la constantc f par la masse du Soleil. 

79. Quand on fait abstraction de R, les formules (A), (B), (C) deviennent 



1 d-r- I I dv _ I -f- v- 

2 dl^ ~ 7- "^ a "^ ^' dl ~ "r^ 



' d* / rs \ I rs 

On deduit de ces equations los devoloppcments de r, v et s, que nous repro 
duisons en negligeant les troisiemes puissances de rexcentricitc et de i'incli- 
naison, 

- = I H e cos 9 cos 2 o -h . . . , 

a . 2 ^ 2 ^ 



(8) ... _..:.,_ . 5 



->J 



i' = «/ H- £ 4- 2 e sin 9 -H -; e* sin 2 ;> — v sin .i -h . . . , 

4 4 

5 = ysimr}-hey sin ( 9 — r^ ) h- t* y sin ( 9 -4- m ) -h 
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Y est la tangcnte dc I'inclinaison de Torbile sur le plan des xy, <p ranomalic 
moyenne ct y] la distance moyenne de la Lune au noeud ascendant de son orbite; 
on aurait done, en employant les notations bien connues, 

oil GJ et J3 designcraient des constantes. Mais, en raison des variations rapides 
du noeud et du perigee, les formules precedentes ne donneraient qu'une 
approximation insuffisante. Aussi Ton pose 

1 (p zjn cnt -h£— xs =^ nt -{- E — [gj-4-(i — c)/i/], 

(9) 

( nz=gnt-^E— 8 —nt-^E — [Q^{i — g)nt], 

oil c et g- representent des constantes qui seront determinees ulterieurement. 

On voit que cela revient a considerer une ellipse mobile tournant uniforme- 
ment dans son plan, tandis que ce derniei' se meut uniformement aussi autour 
de Taxe de I'ecliptique; (r — c)nt et (r — ^)/?^ «ont les moyens mouvements 
du noeud et du perigee. Les formules (8) et (()) cessent de verifier les equa- 
tions (7); mais nous avons le droit de les prendre comme point de depart de 
nos approximations. Dans ee qui suit, a, //, e, y, £, cr, JJ seront des constantes 
absolues, meme dans Torbite troublee de la Lune; nous prendrons pour n la 
valeur qui se deduit directement de Tobservation, de sorte que n sera la valcur 
angulaire moyenne dans I'orbite troublee, a se deduira de n par la relation 
n^a^= I : c'est la definition meme de a. 

On aura, pour le Soleil, des formules analogues a (8), qui seront supposees 
representer exactement son mouvement, 

-, = I H e'COSQ' C0S2o'-i-. . . , 

a 2 ^ 2 ^ 

5 
I v' z=z mnt-^ e'-h 2e' sino'-h 7 e'* sin 2 9' -r .... 

(10) / 4 

9' zzi n' t -{- e' — xjs' :^ mat -k- e' — xs' , 

n' 
ni =^ — • 
n 

La quantite m, rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune, est 
constante. 

80. Si Ton porte les expressions (8) et (10) de r, r, s, r' et v' dans i'expres- 
sion (6) de R, ou plutot dans sa premiere partie, a laquelle nous nous bornerons, 

(11) R= i/^'s/•^('^y [1 — 3^*4- 3(1- 5»)cos(2i'—2i>')], 



(12) 
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on obtient sans trop tie peine le developpement suivant tie R, dans lequel nous 
avons suppose a ~ i et, par suite, /i — i ci m = n\ 

n -: eCOSO ^-e*C0S2OH- -7— e coso -h --77- ^ " <^0S2q' 

3 m* , , , 3/;/- , ^ 3 m* ^ 

;— ee'cos(9 — 9 ) ,- re'cos(9 -{- 9 ) 4- • -7— cosa^ 

4 4 "^ 

— ■ ,-eCOS('.?I — 9) -* /- ^€08(2^ -+- 9) H ^,— e'COS(25 — 9') 

4 ' '» o 

3//I* , , ^ ,, 15/71- , , ^ . 
-^e'cos(2^ -I-? ) H ^e*cos(25 — 29) -h 

Nous avons pose, pour abreger, 

et nous avons fail y = o, pour simplifier notre exposition. Tous les termes du 
troisiemc ordre onl ete ecrits et meme plusieurs du quatrieme; on en verra la 
raison plus loin. 

De Pontecoulant designe par - la valeur de - deduite des formules (8 ) 

I , 

— =:i-{- e cos 9 -4- e' cos 2 9 -h . . . , 

et par ~ la valeur exacte dans Torbite troublee; il pose 

- = — i- - • 

r r, Tj 

II introduit ainsi — et -> et non pasr, et r, paree que Tune des inconnues finales 

est la parallaxe de la Lune, qui est representee, a un facteur constant pres, 

par -• II admet ensuite que S— pent se developper en une serie de cosinus 

portant sur les arguments 9, 29, 9', ..., qui figurent dans le developpe- 
ment (12) de R, 

4 — = a^-h OiC cos 9 H- rtj e= cos 2 9 -f- a, e' cos 9' -h a^ e'* cos 2 9' 
/,3V J -+- a^ee' cos{o — 9') -!- a6ee'cos(9 -h 9') 4-a7C0S2| 

4-a„tf cos(2^ — 9) -r- ^9^ cos (2^4- 9) 4- flTio e' cos( 2^ — 9') 
■+- an e'cos(2 5 -f- 9') -h ^i,e*cos(25 — 29) -+- 



flo* «i> • • .» cl^2f .. . sont des coefficients indeterminesdont il faut calculer les va- 

leurs, ce a quoi Ton arrivera au nioyen de Tequalion (A); mais quelques expli- 

T. - III. 22 
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cations preliminaircs sont necessaires. On a 



■■=(-;r=a-Kr=''(-''^7r 



(I'oii, par la formule du binonic, 



■* = r\-2r]6l+ir\(siy-itr](diy+... 



<m 

dr 



L'cquation (A) devient ensuite 
(,4) < a dt* ~^ 'di* ^ i dn ^ dt' "^■•" 

-.-i _5_L 4-i ^2 fd'R-hr 

Posons 

(.5) P3.-(,.j--oo-:^^-j(oJ-y--f.j(ei)v^..(aJ-y-..., 

remarquons que Texprcssion (r i) do U donne 

/• - = 211, 

a/" 
rappelons-nous que nous avons suppose a = i, et Tequation (i4) deviendra 

on a d'ailleurs 

I - : e cos 9 -H «;- cos Q O -f- . . . , 

(17) / /J — I -i — 6'--- ssecoso e-cos2o -h. . . , 

\ / / I 1 2 '2 

—7 -j' r= c^ ( 2 e cos 9 4- 2 e- cos 29)4-... ; 

le faeteur c^ provient de ce quo -^ = c [formule (9)]. 
81. On a ensuite 

cm^d'li H- ^? t// ' ^ ^? ^i >' ; 
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or, d'apres (i i), 



II viendra done 



,dl\ .,„ dl\ dW 

or ()i'' dv 



r ()v 



d'oii 

u Cd'^ -\- aR = 4R 4- 6 Tr^ -+- a C~ dv' 

ou bien, en tirant rfr' et ds^' des formules Cio), 

( 2 CdW -h 2R - 4 R 4- 6w Tr (e-' sin o' -h - e'« 51029') rf/ 
(18) M J \ • 2 y 

[ '\-2ml ( I -+- 2C COS9 -4- -e''C0S2<p' j e//. 



Nous chercherons dans o— seulement les termes en m^. II faudrait done, 

semble-t-il, prendre dans les deux derniers terraes de ia formule preeedente R=o 

et -r- = o, ear, autrement, le resultat du caleul eontiendrait m' en faeteur. 

Mais il faut remarquer que eertains lermes s*abaissent d'un ordre par Tintegra- 
tion; ainsi, en bornant le developpement (1:2; a 

R = - ,- H T- e coso', 

4 4 

on aura 

R( e'sincp'H — e'* sin 2 9' J == -^^'sin9'-h - ,— ^'•sin2 9', 

d'oii, en multipliant par dt, integrant et remarquant que le eoefiieient de / dans 
9' est egal a m^ 

I R (<f'sin9'H- -e'*sin29' j dlTzi— - e'cos9' — r;-e"cosa9'. 

II faut maintenant calculer ^^ • Or IVxpression (11) de R ne contient que 
V — v\ et Ton a 

5 5 
r — i^'zzi^ -+- aesinf — 2 e' sin 9'-!- 7 e' sin a 9 — ^e'*sina9'H- 

On en conelut 

dv "" Oi^ ' 
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et, en se reportant a I'expression (12) de R, on voit que, pour avoir un abaisse- 
ment dans I'integration, ii faut prendre seulement 



=. j-/n^e^sin(2l — 29). 



On aura ensuite 

/ -T- ( I 4- ae'coscp'n — e" cos 2 9' J dt=i ^-m*e* / sin (2^ — i(^)dt 

= T -7 rCOS(25— 29) 

42(1 — m — c) ^ 

En portant les resultats precedents dans la formule (18), il viendra 

=:4" e'cos©' 

2 ^ 



[ 2 rrf'R-H2R=:4R 



('9) \ Q^ ,. , i5/w* e* , ^ 

' — ^-^ e'*cos2 9' — — T— cos(2£~29). 

4 4 c — « 



m 



Si done on pose 

2 / d'R-h r -r- = const, -h Riecos9 -i- R^e* COS29 -+- R,e'cos9' 

-+-Rve'*cos2 9'4-. . .H- Riie'cos(2^ — 29) 4-. . . , 

on trouvera sans peine, en ayant egard aux formules (12) et (19), 



(a>) ; 



R, — —am', 


m« 




R,-' 


R, — — 3m', 


R7 3 m', 




K. 




R - '^'"' 


i-f 


C — 1 

. . 


3 m' 

R,. , . 


A 

m 


I H 


C — I 

1 



R, = 3/n*, Rio= ' 



/;/ 



82. L'expression (i5) de P pent etre bornee, dans ia premiere approxima- 
tion, a 

P = — (rj— i)5— =: (3ecos9 — 3e') [otoH- «, ecos9 -+- ^r, c'cos9'-h a, cos 2^ 

H- rtg e cos(2$ — 9) -H org ecos(25 -i- 9)]. 

Si done on pose 

( P= Po4- Piecos9-f- Pje'cos2 9 -\- P3e'cos9' 

(22) j 

f H- P4e'^cos2 9'-i-. . .-+- P,je*cos(25 — 29)4-..., 
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on trouvera 



( «3 ) 



P, =3flro, 
P. ^ l\ --= 



3rt, 



2 



P„=P„:=rO, 



P. = 



-.4 

o, 
3^, 



P,= P»=o, 

p. _ I> - ^' 



9 » 

•2 



on a neglige e^a^ et c^a^ devant a^, a^ ela^. 

On pent maintcnant, dans Tequation (16), egaler a zero les coefficients de 

£?(*0S9, e* cos 2 9, e- cos (9.^— 29). 

en tenant compte des formules (20) et (21) et ayant egard aux expressions (17) 
de . — I et de -ttj' • On trouvera ainsi 



, J • yjii iiuuvtsici 


ctllJ 


ISl 




(I4-«,)(C*-I) 




R, 


+ C-P, 


«, (4c'- - l) H- C* — I 




-R. 


H- 4 C' P» . 


a, (//I*- 1) 




---R3 


-m'P,. 


a^ (4/;i» — I) 




-w. 


Hi//l'P». 


Oi [{c - m)-— 1] 




-R, 


(-(c-/n)'P5. 


a^ [(c-f-w)'— i] 




= R. 


-+-(fH-m)»P,, 


«7 [4(1 /'O' «] 




-R7 


-+-4(i-/»»)'p7, 


a, [(2 — c — 2 m)' — 





- R. 


-(- ( 2 — C — 2 W )' P, , 


a, [( 2 -: c — 2 m )' — 


'] 


= R, 


+ ( a -1- C — 2 /M )* P, , 


«io[(2 3//0* »] 




— Rio 


-l-(2-3/n)'P„, 


«ii[(a -''')' '] 




-R.. 


i (2-m)'P„, 


«ij[(^ -- ac — 2m)*- 


-•] 


R,. 


' Ca — ac — 2m)'P,,. 



RemplaQons dans les formules precedentes les R, et les P, par Icurs va- 
lours (21) et (23) et reduisons les coefficients de a, et P, a leurs valours prin 
cipales, au moyen de Texpression approchee 



3 . 

r m I — - m 



qui sera obtenue dans un moment; nous verrons que les coefficients do ^5, a, 
et a, contiennent m en facteur. Nous trouverons finalement 



(24) 



(l H-flfj) (C* - l) n: 3c*<7o— 2/W*, 

rt,(4c'— 1) -\- c*-- 1 — 6c'ai~ 



nr- 
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et 



3/n' qm* 21m aim 



, w, J . 10 m 33m* 7m* 

(25) /flr,izim', flTg =: - , 09— -, aio= — > 



m* 1 5 m' 



^11— » ^ii~ — 



2 4 

Nous avons ainsi calcule les parties principales ties perturbations de -• 

83. Passons maintcnant au calcul des perturbations de v. La formula (^B) 
donne, pour s — o, 

(26) ~ ^_ / _ ^// = .j_ u, 

at r* r'J <ir r* 

en posant 

On tire de la formule ( 1 2) 

dli 3m* . ^ om* . / V 3m* . , ^ 

__ -- --sin2^-t- •^--esin(2^ — 9; - -^- esin(2? -f- 9) 

21 m* . . ^ ,. 3m* , . , y ,, i5m* , . , i- . 
7 — 6''sin(2t — 9 ) H /— t' sill (24 -I- 9') — , — e* sin (24 — 29). 

4 4 4 

II en resulte 

_- I r3m' ^ c)m* , ^ ^ m* , ^ 

U=i: -^ -^— cos 25 — ecos(2 5 — 9)4- - e cos (24 -^ 9) 

/*, [_ 4 2 2 

21m* , , J. . 3m* , , ^ ,^ i5m , , ^ .1 

H -T— e' cos(2 5— -9') ^e cos(2>;4-9 ) -^e*cos(25— 29) t 

d'ou, en remplagant - par 

'1 



e- ;)e* 



I _j j_2r?roS9 4-- cos 2 9, 

2 ' 2 ^ 

,, 3m* y. ir)m* , ^ ^ 5 m* , ^ 

U = -7— C0S2t — ■ , ecos(2^ — ?) -^ - , - CC0S(2^ -f- Q) 
44 4 ' 

, 21m* ,, ^ , 3 m* , , ^ 

(27) \ -\ y— e cos(24 — 9'; ^-^f'C0S(2|-+-9 ) 

i5m . , ^ 

— -^j— e* cos ( 2 i; — 2 9 ) . 
o 

On remarquera que le coefficient de cos (2^ — 2cp) a deja perdu un facteur/w. 
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On a cnsuite 

I / I > I \* I 2.1 

d'oii il resulte 

-4=14-- -t- aecoso -h — cos 20 



-h (a 4- 2 e COS 9 -\~ 2 e' COS 2 9) [ao-f- ^i ecos? 4- «, c'cos2 9 -+■ a^e' cost^' -+- a^e'*cos2(^' 

-f- ^iet''cos(9 — 9') -f- a^ee' cosir^ •+■ 9') -h rt7C0S2^ 
-h a, t'Cos(25 -- 9) -T- a9ecos(2^ 4- 9) 
-h a Hi e' cos (2^ — 9') -t-rt,ie'cos(24-f- 9') 

4- ai,e*cos(2? — ^19)]. 

On en tire, en eOectuant la mulliplication, 

-j =11 4- ^ f- 'i«o-*- ^1 e- -r- 2 ( I 4- flo -^- ^i)«C0S9 H- ( 7 4- 2 00 4- a, -i- 2 0, J C* COS 2 9 

(.^8) / -»- 2rtr, 6''cos9' -\- 2 a; e" COS 2 9'-- (.flr3 4- 2rtf5) ee' cos (9 — 9') 4- (^3 4-2^6) ee'cos(9 4- 9') 

-f- 2^7 cos 2 J 4- (^7 4- 2flrj)eC0S(2; — 9) 4- (a7 4- 2^/,) <?C0S(2|4- 9) 

4- 2flr,o6''COS(25 — 9') 4- 2a, 1 <?'C0S(25 4- 9') 4- (^7 4- ^g 4- 2 <7,j ) tf*COS(2^ — 29). 

Les formulcs (26), (27) ct (28) donneront ensuite 

-- — A ( I 4- - -r- 2^0 t- a, t'* 1 4- 2^(1 4- ^0 4- a,)ecos9 

-t- /t ( ^ 4- 2^0-- "1 -^ -^^'2 ) ^' cos 2 9 H- U', 
en faisant 

L'= 2 ^3^' cos 9' 4- 2av ^;'*cos2 9'4- 1^3- 2^5) ee'cos(9 — 9') 4- (^^34- 2ag) ffe'cos(9 4- 9'; 

-'- I 2a7 4 y— j C0S2^ 4- ( a7-*- 2<78 -;-- 1 6 COS(25 — 9) 

4- (^74- 2^0 -^ 7- jecos(254- 9) -h ( 2a,o4- g— je'cos(2; — 9'j 

4- (2a,, g- je'C0S(2;4-9 ) -:- ( ^7 4-^/8 4-2 «,, _ j e* COS ( 2c - - i>. 9). 



On remarquera que, dans U', on a suppose h = i. D'apres la definition de n, on 

dt 



doit egaler a /i, done a i, le terine non periodique de ^» ce qui donne 



e^ 



h ~: I 'la^. - - Gy e-, 

•1 



d^ 

dt 



= 14- (i — flro4- a,) 2ecos9 -r ( - — 3rto-T- ^'i4 2a, J e' cos 2 9 4- U'. 



176 CIIAPITRE X. 

On en tiro, en integrant. 



V i-\ e 



H- - 2 e sin 9 -+--(-, 1 haj e'sinao 

C C \ .\ 2 'X J 



-\- — - e'sin9'H — ^e'- sin2 9'-h(rt, 1- 2a5)ee'sin(9 — 9')-f-(<y3-l- 2ae)ee'sin(9 -+- 9') 

III lift 

-h ( ^7-4- -g- jsina^-f- I <7--+- 2^8— -^ — j e sin (2 5 — 9) 

-+- ( -^— 3 — ^ -^ — - l^sin(2^-H9) -f- (a,oH ^ j e'sin(2£ -9') 

On voit que plusieurs des coefficients a,- sont affectes dans v du diviseur /n; 

le coefficient dee^sin(2^ — 2(p) renferme mcme une partie, ^> d'oii m a 

completement disparu, a la suite des deux integrations faites pour obtenir 

U.= V r^^-c//etrUV/. 

Si i'on remplace enfin les «/ par leurs valeurs (25), on trouvc 

1 — ^0-1- a, . /.J iT) a, — 3^0-4- 2aA , . _._ 

(29) i' = /-heH ^; 2^51119 -^ ( 7 -f---T//i' f— ' — -J e'sin29-^ U'', 

en faisant 

U - :— 3 me' sin 9'— -— ^ * sin 2 9 r- y- ee'sin(9 — 9') ^— ee'sin(9 "+" 9 ) 

(30) ^ H — sin24-h — ,— esin(2;--9) -H ^^esin(2i;-i-9) 

77 //i' 11///* 

4- ^^^—e?' sin (2 1 — 9O — —7- e'sin(2^ -+- 9') -h D//ie- sin(25 — 29). 

Les termes independants de m se sont detruits dans le coefficient de 
c^sin(2^ — 29); cela est conforme a un theoreme de Laplace {voirXdL Meca- 
nique celeste^ Liv. VII, p. 244)- Le coefficient D n'est pas donne par le calcul 
tel que nous Tavons siinplific; pour Tobtenir, il faudrait, ineme dans cette 
premiere approximation, tenir compte de certains termes contenant les pro- 
duits deux a deux de quelques-uns des coefficients a,; il serait facile de faire 
cette operation complementaire, mais nous ne nous y arreterons pas. 

84. Calcul de ao, «i et r. — En faisant 5 = dans la deuxieme equa- 
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tion ( i), il vieiit 

cit* ~ r (it^ /•' r Or 

Nous alions egaler dans les deux niemhres les parties iion periodiques en y 
negligcant e. Nous pourrons ecrire d'abord 






1 



La partie non periodique de - t-, contient e en facteur: —r contient le terme 



//I* m* 



2 ,- — — ; li viendra done 



m^ 



2 



d'oii 



m» 



(3l) «©::=.,--*- 

O 

De Pontecoulant, atin dc pouvoir comparer plus facilement ses resultals a 
ceux de ses predecesseurs, a determine la constante at, qui reste arbitraire, 

par la condition que la valeur de - soit. dans ses deux premiers termes, de la 
forme 

e etant le niemc que ci-dessus. Or on a 

I I ^ I 

- = ho— =i-f flfoH- (iH- a,) ecoscp -i- . . . , 

9 = 9o-r- cr, i' i^ r -h £ -+- (c — aaoH- 2a,)esin9 -+-•••• 



11 en resulte 



- =:!-»- flTo-h (1 H-«i) e cosier — D -+-...) • 



On doit done avoir, au degre d'approximation realise jusqu'ici. 



/n« 



I -4- fli = l-h ^0, a, — -— -f- . . . ; 



T. - III. 



23 
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apres quoi les equations (24) clonncnt aisemcnt 



■A m* n_ 

2 



r* — I -— - . A m* --■ , 



3//i» 

C' :-- I - -1- . . . , 



•>. 



Zm 



i 



— I -- ■ — ;- 

■I 



3;/j* , /;?' 

3^-— - //I- - -h 



3 m' 



M ♦ — ,j "!■"•••• 



Voici done la conclusion cle cetle premiere approximation : 



I 

- - 1 4- 

r 



- - 4- I I -1- -^ 1 ecos9 -r- ( I H j r-cos29 

3 //I* , , qm^ ,^ , 

— e cos 5) ----,— e - cos 20 

2^4 

21m , , ,. urn , 

H ^—ee' cos{(^ — ? ) — y— ee'cos(9 4- 9 ) 

o o 

, ^ i5//i . ^ .33//?^ . ^ 

-h m'cos2c-+- „— ecos(2t — 9) H ;^ ecosi'At - 9) 

4. /..._e''r0S(2^ — 9') e'C0S(2; 1-9') - — , C* C0S( 2? — 2 9), 



3;/i* \ . / .J 23 m 

2 



j t'siiio -H I , t- ^- If/- sin 2 9 



me smo — , r-sin2o' 

2 1 //I , . , , . 21/;/,.. , 

H > (7^8111(9 — 9)— -,— t'<' siii(9 -I- 9\) 

1 1///* . ^ i5m . , ^ , 17m* . , y. 

H ■ — sin2; -i . - e sill (2; - 9) -i --, - esin(24 4- 9) 

'""' //i* I I ffl* 

-h '_i- ;-6?'sin(2? — 9') - — - e'sin(2|-f- 9') 4- Dmc* sin(2j — 29); 

3 4 

9 — C/J^ h £ — GJ; f =11 — - H- . . . . 

'I 

85. Pour procederaux approximations uiterieures, il faut d'abord augmcnter 



H do 0, R, 
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OjR- - or, i- -r- or :^ - /- -o— -h .- oi', 



OiK- — '>lv/*,o-- • -.T ot* 



On remplacera S— el or par leurs valeurs preceilentrs et Ton devcloppera 

los expressions — 2Rr| S— et -^y^v suivant les cosinus des arguments ^, 29, 

o\ ... et de nouvelles comhinaisons. On en deduira ensuite les nouvelles 
valours des quantites R,. De menie, il faudra prendre les deux premiers lermes 
de la valeur (1 >) de P, 

et il faudra developper cette expression suivant les cosinus des memos argu- 
ments. En s*adressant a I'equation (iG), on formera les nouvelles equations 
propres a determiner les coefficients a,, et de memo les coefficients du deve- 
loppement de ^ — / — £, et ainsi <le suite. 

L*auteur n'a pas donne le detail de ses calculs; il a transcrit immediate- 
ment la valeur de la fonction R fournie par uno serio d'approximations, en ne- 
gligeant e, e' et y dans les coefficients de 

coso, ecos9, e*cos2(p, e'cos9', ...; 

la partie non periodique de R a ete calculoe jusqu*au terme on m^ inclusive- 
ment; pour les coefficients suivants, on va moins loin, en raison des facteurs 
(\ e\ e*, ... qui s'introduisent. II a montre onsuite en detail comment il faut 

faire la nouvelle approximation pour obtenir des valours plus exactes do S- - et 

de osf. Cette fa^*on de proceder dans Texposition est rapide, mais peu claire; j'ai 
prefere effectuer completement la premiere approximation. II faut reconnaitre 
que la methode est bonne en elle-meme et infiniment plus rapide que si Ton 
employait la methode de la variation des constantes arbitraires. Le nombre des 

coenicients diiierentiels ->-> -5-> ,-> —-i > , — r' * ' • Q"c 1 on est obli£>;e de cal- 

or av OS Or* or Ov ^ ^ 

culer est ainsi bien reduit; la besogne n*en reste pas moins considerable, et il 
aurait fallu plus d'un autre volume pareil au Tome IV de la Theorie analytique 
du Systeme du Monde pour les developper in extenso. Dans le Chapitre III, de 
Pontecoulant determine par la memo methode les termes dependant du carre 



l8o CHAPITRE X. -- THEORIES DE MM. LUBBOCK ET DE PONT^COULANT. 

et des puissances superieures des excentricites et de Tinciinaison, servant h 
completer les expressions des coefficients des inegalites developpees dans les 
Cliapitres precedents. Dans la suite de son OuvragCt il emploie aussi la methode 
de la variation des constantes arbitraires, notamment pour Ic calcul plus exact 
des quantites c et ^ et de Tacceleration seculaire. 

On a pu voir dans le Chapitre VII (colonne H. — Po.) comment la theorie 
de Pontecoulant represente les observations. 
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CHAPITRE \I. 



THKORIE I)E LA LUNE J)E DELVLWY 



86. Principe de la m6thode. — Lcs difTicuItes que presenlc la iheorie de 
la Lune tienncril surtoul a ce que les resullals fournis par les approximations 
successivcs ne convergent que tres h^ntcment. Dans le cas des planetes, les ine- 
f^aliles qui sont du second ordre reiativenient ii la fonction perturhalrice sont 
}^eneralenient faibles, et Ton peut presque toujours negliger celles du troisieme 
ordre. Pour la Lune, 11 n'en est pas ainsi : corlaines perturbations sont encore 
sensibles, bien qu'elles soient du cinquienie ordre. On concoil la complication 
qu*entrainerait rencbainement ainsi prolonge des approximations successivcs. 

Dans la nouvelle methode, il arrive que, si Ton reduit la fonction pertur- 
batricc R a sa partie non pcriodique et a un seul terme periodique g, les 
equations dont dependent les derivees des elements peuvent etre inlegrees 
rigoureusement. On peut done calculer les integrales correspondantes avec 
toute la precision desirable. II y a lieu de se demander s'il n*est pas possible 
de tirer parti de cette circonstance et de ramener le probleme a un autre du 
meme genre, dans lequel la fonction perturbatrice ne contiendrait plus le 
terme G. Si, en effet, apres avoir effectue les integrations dont on vient de par- 
ler, on regarde comnie de nouvelles variables les constantes arbitraires intro- 
duites par Tintegration, il arrive que ces nouvelles variables dependent d'equa- 
tions de meme forme que les premieres. On est done ramene a une question 
pareille, mais dans laquelle on a extrait un terme de la fonction perturbatrice. 
Une nouvelle operation fera disparaitre un second terme periodique G% et ainsi 
de suite. Quand on aura ainsi tenu compte avec une grande rigueur des lermes 
les plus influents, on pourra se contenter, pour les autres, de la premiere 
approximation. Lc plus grand avantage de la metbode consistc peut-etre dans 
la division du travail en une serie d'operations distinctes, qui sont toutes de 
meme nature. 



I 82 CIIAPITRE XI. 

87. ]^aation8 diffirentielles da mouvement. — Nous laissons de cote 
ractiori des [ilaiietes et Tinfluence de raplatissement de la Terra dont nous 
tiendrons compte plus tard; nous n'aurons done a considerer que trois points 
materiels S, T, L, les centres de gravite du Soleil, de la Terre et de la Lune, oil 
seront concentrees les masses M, aw^ et m, de ces trois astres. Soit G le centre 
de gravite de T et de L; on sait (t. I, p. (Vi) que le point S decrira a fort pen 
pres une ellipse keplerienne, non pas autour de T, mais autour de G comnie 
foyer. Cest la Torigine d*une legere complication dans les equations difTeren- 
tielles. Menons par le point T trois axes rectangulaires de directions invariabies 
et par G trois axes paralleles aux precedents; designons par a:,y^ 5, x\fy\9 ^\ 
les coordonnees geocentriques de la Lunc et du Soleil, par x\ y\ z' les coor- 
donnees du Soleil rapportees a Torigine G; posons 

TL-/, TS-/,, GS -r', SL = A, 



fx :f(/Wo i-m,), m'.— fM, a =1 



m 



1 



Nous aurons, pour determiner x^y^ c, les equations diiferentielles 



/ f 






'•'.V 



dli -^ /•• - '" I ~"A» ~ r ' ' ' 
df" r' ~ \ A' /•;» 



Nous avons, d'autre part, les relations 

x\.:.x'-^(jx, y\ -Y'-'.-iy, z\ -1 z' -(jz, 
A* — (x' — jr 4 <jxy-{- iy' — y -f- (7V)*-4- ( z' - z -^<jz)^, 

qui donnent 

x\ — r -^1 __ ^ r ' '1 

' A=» "" r\^ dx Lu — a] A •" <j7\\ ' 

de sorte que les equations diirerentielles du mouvemont de la Lune pourront 



s'ecrire 



/ d^x IX X _ dH 



(■) 



I \il' r* 


Ox 


^ d^ y IX y 
dl^ ' r» 




d^ z IX z 
dt^ ' /•=» 
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oil Ton a 






I 

1 



(j\(x' •- o-o:)* \- ^y -h (jy)^ - {,z' -^ (J 



.-] 



(]ommengons par negliger la foncfion perturbatrice R; les equations (i) re- 
presentcront un mouvement ellipfique, et leurs integrales soront donnees par 
les formules 

w — r ( COST cos /i — sirii' sin A cosi). 
y — r(cosr sin/t -4- sini'cos/r cosi), 
z — r sin I' sin I, 

li — e sin UT^ I /i ( ^ -t- c), n 4 ' ■■ » 
r = a(i — ecosw), lang — -^ — t/ lang- • 

Les six elements elliptiques sont a, e, i, h, g et c. Tracons une sphere dc 
rayon i ayant son centre en T; elle sera coupee suivant les arcs de grands 




cercles xy et NL par le plan fixe et par le plan de Torhite ; le rayon veeteur r et 
le rayon inene du point T au perigee le rencontreront aux points L et 11 (//^^ 8), 
et Ton aura 

Ainsi h designe la longitude du nocud ascendant, i Tinclinaison, g la distance 
du perihelie au nocud, r Targument de la latitude, / Tanomalie nioyenne. On 
aura ainsi, en appelant U la latitude PL et Y la longitude ^P, comptee sur le 
plan fixe des xy^ 

(4) lang(V — h) = tangccosf, sinU =r sini^sini. 

88. Pour tenir compte de R, Delaunay emploie la methode de la variation 
des constantes arbitraires. II suppose done que les quantites a, e, i, A, g^ c 
deviennent variables, de telle fagon cependant que, dans le mouvement reel, 

^^y^ ^» "^^ ~Ji' 7/7 conservent les memes expressions que dans le mouvement 
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elliptique, ces dernieres etant donnees par les formules (3) etpar celles qu*on 
en deduit par ia differentiation. Mais, au lieu de conserver tous les elements de- 
tinis ci-dessus, il introduit les elements canoniques que nous avons consideres 
dans le Tome I, p. i65; ce sont, aux notations pres, 

\C — —-^-y Ci -\ixa(i — e^], H 1=3 vV«(i —^') cose, 

Les nouvelles variables devront satisfaire aux equations diflerentielles cano- 
niques 



(6) 



f/C 


on 


dc dR 


I dt 


dc ' 


dt dC ' 


1 dC, 
dt 




dff dl\ 
dt d(i ' 


dU 


ow 


dh di\ 


' dt 


dh' 


dt dU 



R est maintenant une fonction de / et des six elements canoniques, qui est don- 
nee par renchainement des formules (2), (3), (4), et aussi des formules ana- 
logues a (3) qui font connaitre iv\ y et z\ Ces dernieres sont, en accentuant 
les lellres et faisant i' = o (ce qui revient a prendre le plan de Teoliptique pour 
plan des xy), 

(3') y=r'vos[i>'-\-h'), y=r's\n{v'-\- /i'); 

i^'-+- h' sera la longitude du Soleil; nous represenlerons la longitude du perigee 
solaire par g -^ h' . Les elements de Torbite solaire sont regardes commc con- 
stants. 

89. D6veloppement de R. - Representons par ^ le cosinus de Tangle SGL, 
G designant, comme a la page 182, le centre de gravitc de L et de T; on aura 

xx' -h yy' -\- zz' -.— rr's, x^ -\- y h z^ — r', x'^ -4- v'* -f- z'^ — • r'*, 

et Texpression (2) de R pourra s'ecrire 

i^^^r ._ . _ ' ^ __H- ._ . ' 

ou bien, en introduisant les polynomes de Legendre (t. II, p. 25oet254), 
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H 



/•'(I - - yj I ' -^-^' >' ^' ~ "'^ + • • • -^ *" p-«^' - ')" -^ • • • 
■^ >./- 1^, . - S, ^(T -i-. . .--u (- I )« S« ^;,-(r« -4- . . . J ; 

tl'oii, on negligoant un terme en -,> qui nc depend pas des elements de Torbife 
lunaire, 

(7) K--- '^^^ s, 4- ^',; - S^ 

On voit que, pour tenir compte de ee que Tellipse solaire est decrite autour 
du point G comme foyer, il sufTfit de multiplier les divers termes du developpe- 
ment 

ni' r^ ni' t'^ /■" 

( 8 ) \\\):=. — >-- - S, -h - ,-- S, -^- . . . -T- rn^ - ,„— : S/i 4- . . . 

par les facteurs 

I, I — 2(J, ..., (I — (7.)" -«--(— (7)"-*. 

Plana et Hansen, apres lui, avaient considere seulement le facteur i — 2(j; 
c'est M. Harzer ( Astron. \achr., n° 2941 ; 1889) qui en a donne Texpression 
generale; nous avons simplifie sa demonstration. On pout done s'occuper d'a- 
bord du developpement (8); dans la pratique, il suffira de multiplier les parties 

provenant de — Tr^s par le facteur i — 20- = 1 — 7- environ; ces termes sont 

d\is parallactiques. On a vu la raison de cette denomination dans le Cbapitre VIK 
page 108. 

11 reste a former s; on pose 



s,n--y. 



et les formules (3> donnent 



J? Y 

- =cos(c-h /i) •+- 2 y* sine* sin /i, -- -^ s\n{v -r /*) — 2y*sini^cos/i; 

en ayant egard aux relations (3") et a la definition meme de 5, il vient 

5=: (i — y*) cos(r — r'-H h — h') -r- y'cos(t» 4- <''— A -f- k' ), 

On formera aisement les puissances s'^, 5', ... en transformant les puissances 

des cosinus en cosinus des multiples des divers arcs et negligeant les puissances 

de la petite quantite y a partir d*un certain ordre. Delaunay s*est determine a 
T. - III. ' 7A 
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ronserver dans lo developpement de U les petites quantites jusqu'au huitieme 
ordre inclusivernenl: e, y, e' sont consideres comnie elant du premier ordre, 

'-, et, par suite, , du srcond. Coinmc le premier lerme de la formule ( 8^ con- 

r' * a *■ 

tient -,^> on voit qu'il sera permis de nej^liger y". Les formules (7) et(8) don- 
neront done pour R une suite de termes de la forme 

(9) ,.//,t/^ cos [r/v 4- q\^>' 4- /i') 4- vAJ. 

On a ainsi developpe K, d'abord suivanl les puissances de , et de y' ^ il f^^ul 

developper maintenant suivant les puissances de r et e\ 
Les formules du mouvement elliptique donnent 

(t 

i' ' /ST -i / 4- i*i», sill / 4- i»i>i sin -W 4- . . . ; 

on Irouvera les expressions des coefficients -i^ et ub/ en fonction de e dans le 
Tome I, n*^ 93. On formera les developpements de 

„ cos . . I cos r ' t f ' 1 

sin ' z''^* sin ^ ' ' 

et on les portera dans les expressions ( ()). 

Finalement, le developpement cherche sera d(» la forme 

(10) n^ -n ^\voi^[ii-^i'^r^ r//-:-£'^/'-i'^(-'-h/i')], 

oil les quantites A el B sont des polynomes ordonnes suivant les puissances 
des quatre quantites e, c\ y, — qui contiennent tons en facteur — 7^-; /, i\ i'\ 

i"', i^"* designent des nomhres entiers posilifs ou negatifs. On trouvera ce deve- 
loppement dans le Tome XXVIII des Memoires de I'Academie des Sciences, 
p. 33-54 ( *); il se compose de 32/| termes, y compris les deux termes ajoutes 
plus tard ( p. 883). On pent donner quelques indications sur I'ordre de A, a la 
seule inspection des coefficients /, /', . . . qui figurent dans Texpression de Tar- 
gument de la formule (10). Soient, en effet, 4^et 4^' les longitudes moyennes 
de la Lune et du Soleil, cj et cj' les longitudes des perigees, Q la longitude du 
noeud de la Lune; on aura 

h=Q, i'^^cJ-Q, /^»:-5J, l'=..\i'-n5\ h'-\-g'.=Lm\ 



( • ) La theorio do Dolaunay rcmplil onlieroment les Tomos X WUI el \XIX. 
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oi rarji[iiment deviendn 

\a\ somme algebrique des coefficients de 4^, cr, ft, ^^ et ci' doit etre nulle: 
done i'* - /". D'apres ee qu'on sail (I. I, n^ 123, p. 3()()), les exposants do e, 
Y el e dans A seront egaux a 

|/'--/!, \i' /'■, \i"-{-r\. plus des nombres pairs; 

I — /' devra etre pair; B ne contiendra que des puissances paires de e, c' el y. 
II sera encore neccssaire d'avoir les expressions de la longilude V et de la 

latitude U, ainsi que de -, qui, inulliplie par le rayon terrestre equatorial, 

donnera la parallaxc equatoriale de la Lune. Les formules (4) donnenl 

V — /i — r — lang* - sin a i' 4- - lang^ sin 4 <* — • . . » 

I — - U' -+-. . .— sine sin is U -- sin i sine f- -;siii'/sin'r -f-. . . . 
(> () 

On Irouvera ainsi aisement des expressions de la forme 

I V - /i -1- nr_|, / ^ .Ai)Sin(«/~t- '^g). 
(II) '^ U=: ^X'%m{oL'l-^';:^'g), 

^ ^l." cos a" /. 



I 



Enlin nous ecrirons le developpemenl (lo) coinme il suit 

(12 ) H r^ - B - 2 A cos(i7 ^- i'g -h rh -h rn'l -h g). 

en designant par q une constante et par n' le moyen mouvement du Soleil. 

En appliquant la qualrieme des formules (6), on rencontrerait un grave 
inconvenient. Considerons, en effet, I'equation 

dc __ d^ 

fit '" (H: ' 

a etant une fonction de C, il en est de meme de n\ par suite, la derivee -^^ se 

composera de deux parties. Tune i-^^A obtenue en faisant varier C dans le 

terme non periodique B et dans les coefficients A, Tautre obtenue en faisant 
varier C dans / et tenant comptc At l = n{t-\-c). On aura done 

/ o, ^R (d^\ d\i.^ .fin 
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On voitque le temps sortirait des signes sinus dans toute une serie de termes. 
Pour eviter cct inconvenient, on introduit/au lieu dec; on a 

dl dc dn dC c)R , , , dn OR 

En remplacant ..^ par sa valeur(i3) et y- par y,- x n, il y a une reduction, 
et il reste 

dl /dT{\ dC dR 

^ '^ dt \(^^J dt dl 

I/inconvenient en question n*e\iste plus; seulement les equations precedentes 
n'ont plus exactement la forme canonique. Posons 



e/C ,- y- , f— da 

-=zdL^ - ^^ — . .. 
n 



fj. , -da J I - I /- 

?.na « y or 



les formules {\\) deviendront 



Soil entin 



on aura 





dl 

(it " 


xa 


dL 

dt 


dl 






jjL da 
la- dL 


(m 

"~ dL 


— n -^ 



dl 
dt 



— r- « 



et il viendra finalement, en supprirnant raccent dc K, 



( .v ) 



(fL 


on 


dl dR 


i dl 


-dt' 


dt ()L' 


1 dC, 

dt 


or 


dg ,m 

dl '~ m ' 


dH 


d]\ 


dh d\\ 


dt 


'i)h ' 


dt d\V 

1 



jcx' ■+■ yy 



] 



i L.^\-\La, Ti rzz y/^rt(i — e-), II -- v//jLrt(i — e*) cos/, 



(^^ \ L'- , G» , H 

\a-z , e*- I— — , 9y2-:,_ 



g z=z distance du perigee au nceud, 
h -- longitude du nceud ascendant, 
== aiiomalie moyenne. 



TIIEORIE DE LA LUNR DE DELAUNAY. 1 8() 

On remarquera que, dans la formule (12) les coefficients A, ainsi que la 
partie B, dependent seulement des variables L, G, H; quant aux variables con- 
juguees, /, g, h, elles figurcnt uniquement dans les arguments et sous forme 
linraire. 

Voici le dcveloppement de R, en conservant seulement les quantites du qua- 
trieme ordre et quelques-unes du cinquieme : 



II 



2rt 



h m 






-h -i e'* j cosZ-h ^^ e'eos/' 



(i.>) 



— ^C*C0S2/- 



o 9 

7 ee'cos(/-h /') — 7e£''cos(/— /') -1 ^c'^cosa/' 

-4 4 o 



I- 



/3 3 i5 i5 \ 



— ;je cos(2/ 

o 



-+- 2^-4- 2/1 -- /'— 2/?'— 2/r') 



i- ^ e'c0S(2/-|- 2^ -H 2/4 — 3/' - 2^'— 2/i'j 

ei^ — ^e'Mcos(/-}- 2^'-f- 2 A-- 2/' 2^''- .W/', 

-he f 7 — -o-«'M cos(3/-f- ig -^- ih — il — 2^''— 2/1') 
5, 

-i- rr-e'*C0S(2/-4- 2^' -+- 2 /i - 4/' — ^fi^'- 2/1') 
o 

-h |ee' cos(/h- 2^' f- 2/1 -- /' — 2^' — 2/1') 

o 

^ ee'cos(/-l- 2^ -+- 2/1 — 3/'— 2^'-- 2/1') 

3 
— ■Tee'cos(3/-h 2^' h- 2/1 — /'--2^'— 2A') 



21 



-h J- ee'cos(3/-+- ig -\-ih — ZV —ig^ — ih' ) 

o 

i5 

-h -jT-e*COS(2^4- 2/i— 2/'— 2^''— 2/1') 

3 3 

-4- ^e'C0S(4^H- 2^-H2A — 2/'— 2^'— 2/r')-f -y* C0S(2/-i 2^) 

l| 2 

o "K n 

-4- -y*C0S(2/'4-2A'-H2^'— 2/1) -f- X — C0S(/-4-^ — /l— /'--^' — A') 



2 



8n' 



-+-| ^,cos(3/-^3^-i-3A-3/'-3^'~3/«')l 



90. ^tude g6n6rale d'une operation 616mentaire. — Delaunay considere 
a part l*un des termes periodiques, en posant 



(16) 



R — - A cos(i7 -+- V g H- i'h -\- r n' t -+. ^) — B -h R,, 
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Kf (lesignant I'enscnible des autres termes periodiques, et il montre que, en 
negligeant d'abord R,, on peut inlegrer rigoureusenient les equations (a). Nous 
aurons done pour le moment 

(i7j R :. Ho 'Vcos6 -B, B^ il \i' g \ i" h ~ r n! t-^g. 

J'ai rcmarque dans ma These de Doctoral {Journal de Lioui^iUe, r868), que 
Ton pouvait cfl'ectucr cctte integration par la metbode de Jacobi, et qu'iJ en 
resultait certains avantages pour la suite de la theorie. Je vais done modifier 
dans ce sens Texposition de Delaunay. On sail (I. I, Introduction, n** 6) que, 
pour integrer les equations (A) dans lesquelles R a la valeur (17), il suffit de 
considerer Tequation aux deriveos partielles 

et d'en trouvcr une solution renfermant trois constantes arbitraires, en dehors 
de celle que Ton peut ajouter directement a S. II est indispensable de se rap- 
peler que A et B sont des fonctions connues de L, G et H. L*equation (18) con- 
tient t explieitement, mais sous une forme simple: on peut le faire disparaitre 
en prenant 

(10) h -- L/ — - — . L J- 3 , 

C designant une constante arbitraire et S' une fonction de L, G, H qui ne 
renfermo plus / explieitement. On aura 

at I aL I ciL 



— 1 



di\ <n\ d\\ ~" on 



et Tequation (18) deviendra 



C- CnL-B- \ 
I 



^^H'5l ^'J(Y ^S>ilH^ 



ou bien 



.dS' .,dS' .„()S^ C--B, 

(20) £-.. r-r-.,, 4 e -.„- —arc cos— :- , 

^ ()L o(j on A 

en faisant 



r 



(21) Bi — R H ~ n'L. 
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Le second membrc de requation (20) est maintenant unc fonction connue de 
L, G, H et de la constaiite C; il siiffit done de trouver une solution de cetle 
equation avec deux nouvelles constantes arbitraires. 

Au lieu des variables G et H, introduisons-en deu\ nouvelles, (G) et (H), 
definies par les relations 



i' i" 



cri) G_ -rL t ((i;, H rL : (H), 

et designons par ( .p) la derivec de S' par rapport a L, apres qu'on aura fait 
la substitution (22 ) ; nous aurons 

el Tequation (20) deviendra 

M ^^w' ~ arc cos — . — ^• 

Le second mcinbre est maintenant une fonction connue de C et des variables 

-^y \ On aura 
done S' en ajoutant a Tintegrale 



i 



arc COS - . — . 
A I 



une fonction arbitraire de (G) et (H); nous prendrons pour cette fonction 
(^)(G ) -h ( A) (H), {g) et (A ) designant deux constantes arbitraires. Nous 
aurons done 

Faisons 
(20) k- Tare COS-- ^-* ^- .:- K[L, (G), (Hj, C], 

et nous aurons, en nous reportant aux formules ( 19), (22), (1.]) et (2:*)), 



(26) J 

+-(^')(^G--.'L)-f-(/i)(u--^'L 



192 CHAPITRE XI. 

Cesl i'integrale complete que Ton cherchait pour Tequation (18); ellc contient 
les trois constantes arbilraires C, (g) et (A). D'apres le theoreme de Jacobi, les 
integrales des equations (a) seront donnees par les formules 

dL ^ ' OG "^ ^'' d^ ~ ' 

(27) < 

—-=: const. = -c, -T- — ^- :consl., ^ . » V — const. 
dL d(g) d(h) 

On a d'ailleurs, en ayant egard aux relations (22), 

ainsi (G ) et (H) sont des constantes. On a ensuite 

OS <"^ - _ 



tr 



/}S OK 



d'oii 



t^L / d\. i d{K\) i (^(H) 1 '^ ' * 



ll-\- I if -^ I h-h I n t -\-n z=ii—^ zjz arc COS — -. — 

oL A 



Voici done Pensemble des formules auxquelles nous sommes conduit : il 
s'agissait d'integrer les equations 

; dL dHo dl OK 

dl ~ dl ' dt ~ di,' 

. di\ d^, dg _ tm, 

^ ' ^ \ dl ' 'dis ' d't ~ dG ' 



dt ~ dli ' dt ~ d\\ ' 







(II) Ho — - H - - A cosG', B : - // ^- i' g -\ i' h 4- rnt 4- </. 

On aura 

(III) Bj^-Hh ^//'L, 

• / •If 

(IV) (J: 'Lh (G), llr^ -. L-t^(H). 

I I 
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Ot 



(V) K-:^arccos- ^^^' -f K [L, ((i -, (11), C], 

Ml ) //-H £ i' -1- l" h -f- / /i'/ H q - 1-7, —arc COS -• • 

oL A 

La premiere des formules (VI) donnera L en fonclion de / et des quatre cori- 
stanles C, (G), (H) et c; les relations (IV) feront connaifre G et H a Taide des 
memesquantites. La deuxienie et la Iroisieme des equations (VI) foumiront les 
expressions de^et A en fonction des qiiantites precedentes etdes constantes(g^) 
el (/i); enfin (VII) donnera /. On aura done finalement les six inconnues L, G, 
H, /, g, A, en fonction de / et des six constantes arhitraires C, (G), (H), c, {g ) 
et (A). Si Ton se reporle a Texpression (siG) de S, aux formules (27) et (28), 
ainsi qu*a la theorie generale de Jacobi, on verra que les constantes cxinoniques 
associees deux a deux sont 

^?^^---c, .3,^((;), 33 -(H). 
Remarque. — L*equation (Vll)donne 






(VIll) \cos5 hB, :^C, Acos9 4-irr- ./I'L "C; 

(•/est une integrate des equations (I ). 
91 . ^tude de la solution pr6c6dente. — Les formules (V) et (VI) donnent 

(30) ^-:-C---^ Ir ^ . 

••^'> ^^(^' ^/Uc;)-'-- \- oiri-)r- 

On saitquea varie entre certaines limites; il en est done de meme de L - ^tia, 
qui doit osciller entre deux limites ^^ et ^"qui seront nccessairement racines de 
Tequation 

(3q) A« (C -B,)»:- o. 

Pour L = 4^', on peut prendre t-hc-^o; L aujijmente a partirde 4;^' jusqu'a ^''. 
T. - IlL 25 
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iNous designerons par ~ la valeur correspondante de / -f- c; done 

y Ik 



(33) ^-^4 T"— ^';. -.-.-.. 

L doit maintenant decroitro pour que le radical reste reel, et ce radical, qui 
vient de s'annuler, doit changer de signe pour que dt reste posilif. Lorsque L 
decroit de ^" a ^;J, I'element differentiel roprend les memos valeurs et / -f- c 

augmentc encore de ^A* de maniere que /-he augmente de -^-^ quand L repasse 

par^'. On volt ainsi qu'a une meme valeur de L correspondent une infinite de 
valeurs de / -h r, comprises dans la serie 



'^7: ^ 47: 



Done L est une fonction periodique de Oo(/ -f- c) a periode 27:. On voit aussi 
(|ue, dans le cours d'une periode, L repasse deux fois par la meme valeur et que 
les valeurs correspondantes de 0„(/h- c) sont de la forme 21: di a; done L doit 
rester le memo quand on change le signe de Oo(/-h c). On en conclut que la 
valeur de L pent etre developpee en une serie convergente de la forme 

(34) L — Lo-i- L| cos 6*0 (/ 4- c) -+- L, c()S2()o(/ -+- c) 4-. . . ; 

Oo, Lo» l-*!* 1-2' • • • seront des fonctions des constantes C, (G) et (H). En substi- 
tuantcette valeur de L dans les formules (IV), on aura pour G et H des deve- 
loppements de menu? forme*, avec des relations simples entre les coefficients 
G^, H^ et Lp. La suhstitulion de la meme valeur de L dans la formule (3i), oil 
rintegrale pent etre supposee avoir pour limite inferieure^, donnera pour Tele- 
ment differentiel une expression de la forme (34); on aura, en integrant, 

h aura un developpement analogue. Les formules (VIIl) et (3o) donnent d'ail- 
leurs 

dO I /^B, I^J^ dK\ (i\. _ . (d\\ ^ C - B, d\\ 

^'^ " V' V' - ((:"- B,)^" \ <>L ^ A " d\J dl "^ ' \dL ' A dL) ' 

en remplagant L parson developpement (34) et integrant, on trouvera pour 
une expression de la forme 

: 0'q-\- Ol{t -f- C) -h Oi sill^o(^ -H C) -\- 9,silI2^o(^ "^ (^) -^ 

Mais on a vu que, pour / -h r = o ou -^ I'equation ( i2 ) est verifiee, et elle en- 
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traine sinO - o. On peut prendre o et t. pour les valeurs rorrespondanles de 0, 
et il en resulte 

0' - o 0" 
9 — 0o(/-h c) -+- <9, sinO,,(/ -c) +- Oj sin '?{;„(/ i-c) -^ 

Knfin la formule 

donncra /. Voici done, en somme, la forme des devoloppeinents en series de 
la solution obtenue : 

. L - Lo -f- L, cos9o(^ ^ c) — L, cos2(?o(^ H c) -^ . . . , 

(I\) (i.-i-Go -(liCOS(?o(^ -i-<^) -^ ^mCOS2^o(^H- <•) •- 

' 11=:: H„-f- H,COS(}o(^-+-c) -4- Hj COS 'i (5'o( / -^ C ) -+- 

6/ — 9o(/ -f-c) -h^i sin^o(^-+-c) I- ^1 sin 26*0 (/ 4- c )-<... , 

/ir " (^') -^-/§^o(^-Hc) 4-^', sinOo(^-Hc-) -f-^',sin'2 6o(^-^c) -^ 

(X) 1 /i — (/^) -u /,^(/ -u cj -h A, sin(/o(^ -f-c ) -H fi^s\\\'iO^(t -he) 4-. . . , 

/'* 
/ - (/) -f- /^,(/ ^- c) - — /^'/ r- /i sin9o(^ - c) f- /, sin 26*0 (^ -'- c) + 

0^, gp, hp, Ip, Lp, Gp, Hp sonl des fonetions des constanles C, (G) et (H); (/) 
depend de {g) et de (A). On a, en somme, les relations suivantes : 

I G.^CLo-IG), Ho=yLo-r (H), 

I I 

i' * f II - - L» I 

(XI) 

/p — . - » 

(/)^ _ 

92. Variation des arbitraires. — Nous aurions du integrer les equa- 
tions (A ) en y prenant R = Ro 4- R, ; au lieu de le faire, nous avons pris sim- 
plement R = R© et nous avons obtenu, dans ce cas, les expressions (IX) et (X ) 
des inconnues L, G, H, /, g^ h en fonction de t et des six constantes arbitraires 
C, (G), (H), c, {g), (h). Pour tenir compte de R|, nous conserverons les 
memes expressions analytiques, mais en regardant les constantes comme va- 
riables. Nous pourrons former immediatement les equations differentielles 
dont dependent ces nouvelles variables, parce que nous avons suivi la methode 
de Hamilton-Jacobi. Nous pouvons appliquer les formules (8) de la page 1G2 du 
Tome I, en remarquant que ce qui avail ete designe alors par R doit etre rem- 
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place maintenant par U,. Si nous tenons compte des relations (29), nous trou- 
verons imniediatement 

~ Jc ' dt ~ OC ' 

^^^ ' -'* '^ d(g)' dt ~ "^((i)' 

i){hy di '"' <)(\\y 

R, doit maintenant etro considere conimt' une Ibncfion de /, C, (G), (H), c, 
(^g)^ (h) que Ton obtiendra en substituant les expressions (IX) et (X^ dans ia 
valeur primitive de R,, qui dependait de /, L, G, H, /, g, /i, 

R, =-- — V A, cos(£i l-\- i[g -\- i[li -i- i'ln' t -^ </, ) i^ -T] Aj cos&|. 

On reduira d'abord /, g, h dans Tarf^ument Hr^, L, G, H dans le coefficient A,, 
a leurs valeurs non periodiques, 

{I) -^ lo{i-hc) - r n'f, (^)-+-^o(^-^^-), (/i) - //„(/-}- f), Lo, Go, Ho, 

ce (|ui donnera le terme 

A," cos^," . 

On appliquera ensuite la formule de Taylor en altribuant a Lo, Go, H©, ^'^^ 
leurs aceroissements 

L, coi^Ooii -he) -^Li cos29o(/ -hc) -T-. . . , 



(/, /, -t- z*;^', H-£;7/,)sin^o('-+-^*)-^- ('1 U -t-^'A'i-+- *;/*,) snriOo(/-^c) -t 

On verra aisement que, tout compte fait, le developpement sera de la forme 

(3.")) / avc(- 

'in 

A2 est une function des variables C, (G) (»t (H); r, {g), (h) entrent sous forme 
lineaire dans h.^, et le coefticient de / -h r, qui figure dans cet argument, est 
une function de C, (G) et (H);y designe un nombre enlier. 

Cela pose, si Ton appliijuait immediatement les equations (^) avec la va- 
leur (3 >) de R,, on ferait sortir le temps des signes sinus, en formant les deri- 

vees — S ^.^vy ^riiy d'apres ce (|ue Ton a dit du coefficient de /-+-cdans Sr^. 
C'est la un grave inconvenient qu'il faul eviter a lout prix. 
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93. Proposition auxiliaire. On y arrive en (iemontrant iin lemme im- 
portant relalif a la solution representee par les forniules (IX) et (X). Nous 
revenons en arriere, pour un moment, el nous considerons C, (G), (H), r, 
(f^) et (h) comme des constanles. L'integrale 

(3r>) K i /arr(M)s— ~-l^*r/L ■ fOffL 

est une t'onction de L, C, (G) et (H). Si nous rempla^ons L par sa valeur (IX ), 
K deviendra une (bnction de t -\- r, C, (G) et (H); seulement, comme les coetli- 
cients L^ contiennent les quantites C, {G) et (H ), les derivees partielles de K 
par rapport a C, (G) et (H) ne seront pas les memes avant et apres la substitu- 
tion. Solent 






leurs nouvelles valeurs. Nous aurons, par exemple. 



d(\\ dC 






d'oii, en rempla<;ant -..- par - 



()K VdK\ _ & OL 



ou encore, en vertu des relations (VI), 

' , [ OK 1 OL 



7 <}(H) 



Nous allons remplacer dans ces equations K et L par leurs developpements 
en series et chercher les coefficients de ^ -h c dans les premiers memhres; nous 
pourrons les egaler a zero, comme nous le montrerons plus loin. La premiere 
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(Ics forinules (IX) nous donne d'abord 

fi\ 

-^ - — ^o[Li sin6o(/ i- c) -+- aL, sina^oC^ -»-^) -*- • •]• 

Multipiions par le developperaent (X) de et mettons en evidence le lerme 
constant du produit; nous trouverons 



des termes eii (t -\- c) sin/?9o(^ -h c) 
H- (les termes en cospB^(t -4- c j. 

D*ou, en integrant et tenant compte de la relation (36 j. 

(38) 



K-: -'. (L, 0,-+-2L,9,-i-3L,(?, 4-...)(^ -^-c) 



(les termes en (t -\- c) cospO^ii -h r) 
(les termes en s\np9o{t -h c); 

il n'y a pas de constante a ajouter, car K s'annule avec ^ -h c. On a d*ailleurs, 
en partant de (IX), 

(3^) / - L,(/ -^ e) j-s'inOoit -1- c) — 2Lj(/-f- c)--v sin2(;o(^ -+- c) — . . . • 



d(ii) ()(ii) ' d(\l) ~ d(H) 

Si I'on substitue dans (^7) l(»s valeurs de ->.r > \vt7\ r '()ru\ ' conclues 

de (38), les expressions (X) de 0, gei/i, et enfin les valeurs (39), et qu'on 
egale a zero les coefficients de ^ -4- r, on trouvera, en supprimant deux termes 

en -T7?> ou -rn^-.'^ ou tttyt' Q"' se detruisent, 
di. ^((1) ^(") 

— go— J jjjr- Lo -^ ^(Li0,-f-2L, (;,^- 31.3^3-+-... ), 



ou encore 



. , . 1 ^^ _ ^0 — ^^ _ ^0 — ^^ 
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on posant 

('ii) A— 4 Lo -^ ^vLi^i-^-2L,(^, -f- 3Lj^,-h...) • 

Ce sont les relations que nous voulions obtenir et qui vont nous etre tres 
utiles. 

Remarque. — Nous nous sommes appuye sur le principe suivant : 
Si Tequation 

-l»o X -r e^i X cos W ->r "Aaj X COS 2 o; -f- . . . 

H- iii», sln.r -I- i»J>, sin2 X -h. . . = o 

doit avoir lieu quel que soit a;, on doit avoir A© = o- 0^^ '^ demontre en mul- 
tipliant par dx et integrant entre o et 21:, car 11 vient alors 



'0 

^ 



X dx --^ o, 



l)A / X dx --^ O, clfln '=^ O. 



On demontrerait aussi aisemcnt que Ton doit avoir 

mais COS relations ne nous seront pas utiles. 

94. Introduction de nouvelles arbitraires. — Au lieu de C, (G), (H ), 
nous introduirons les arbitraires L', G' et H' definies par les formules 

(42) A- 4L', ((i) -fi'-i^L', (U)r3H'-- Cl/. 

• ' c 

que Ton pout ecrire comine il suit, en ayant egard a la formule (4i) et aux 
relations (XI), 

L' :.- Lo-f- -(L, ^,H- 2L, 6,H-3Lj63-+-. . .). 

(43) \ G' = GoH- -(G,0,4-2G,e,-^6G39,4-...), 

H'=Ho-^.^(H,9,-+-2H,5,+ 3H,9, + ...)- 

Ges equations determincront lesquantitesC, (G)et(H)en fonction de L', G', H'. 
Les formules (4o) donnent 
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(1*011, en rcinplacant d\, r/(G) et d(H) par leurs valeurs tirees de (42), 

dC:=: J (0,- i' go - i" fh) dL -h godiV -h fiodH\ 

oil encore 

dC lod\J-^fr^d(\'n-hod\\'; 

re qui montre que, lorsqu'on eonsidero (] comme une fonction de I/, G' et H', 
on a 

Nous introduirons en second lieu, a la place de c, (g^)et(A), trois variables 
X, X, Y] representanl les parties non periodiques des expressions (X) de /, g^ 
A, savoir 

/ f ^ \ *f * ff *Nf 

^ '^ / >. ---: - ? - 'r (S) - '-: (A) -4- /, ( < + C ) - ^r «'/. 

w C € C 

Cetle introduction de A, x, r, est hien naturelle, d'apres Texpression (35) de 
Targument ^o- H s'af(it inaintenant de former les equations differentieltes que 
doivent verifier les nouvelles variables L , (i, H', A, x, r,. 

On tire d'abord de (4^) 

dig) ~ (h i d\ ' ()\^h) "~ dri i (^X 

<)c ^« T)T -'- ^'« 7)x -^- ^'« Ifn ' 

On a ensuite, en tenant compte de ces resultats, des equations (fl) et de (42) 

el (M)^ 

<)[\, d(i]) diy i' fJL d\\^ _ r ^Hj, 
f^(^j c/^ rii i dl ~ c>x / dX 

^{, ^(10 _ dR' r d\j _ (m, r d^, 

d(h) ~ dl ~" dt i dl ~ On i 01 ' 

on, _ dC , d\J diV , d\l _ , OR, OR, , OR, 

-0^ - dt "^'-dJ-^^''Tf'-''''dr-^'lrk'^^'~o^~''^''o^' 



frou 



dCM' _()R^ _r_^ dw _ ^H,\ 

dt fk " i \ dt 01 I "" ^' 
d\r OR, i"idh' 0R,\ 



rC 



dt On i \ dt 01 
dCi' 0R,\ , {dW OR, 



^'""^ fit Oa 



. (dW 0R,\ , /dU 0R,\ 
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ce qui donne 

(it 0/. (it Oa ' (it Ori 

La premiere des formules ( '|5 ) donne ensiiile 



^x f/CA") / ^( 



V-.0 



'-A'o '-^- ,,; +(<-l-c) 



f^o 



dt - dt ' ""V di^^ ^'■' dt 






»« 



<)(G) "^ <)(: "^^ "^ Ur>L' rf/ dr.' dt •"JH' 



ou, en tenant compte de (4^ ). 






) 



Lorsque R, sera exprirae a I'aide de L', G', II', A, x, r,, comme on le monlrera 
hientot, 



U.--2A 



2 cos Jj , 



L\ G', H' ne tigureront expliciteraent que dans les coefficients A^; la derivee 
^) par exemple, sera prise en faisant varier G' dans les Aj. Mais on peut 
avoir une autre expression de celte derivee en remarquant que 

di: d(^' ' c)(GJ diV 

representerait la derivee de R, prise par rapport a G', en faisant varier G' a la 
fois dans les coefficients Aj et dans les quantites /o, gt^, h^^ qui, d'apres les 
relations (4^)» figurent dans les arguments Sr^. II faut done relrancher de Fex- 
pression precedente 

ce qui donne, en remarquant que, d'apres (42 ), j.~- = i et que ^, =■ gof 



(HI, 






Si Ton ajoute cette valeur de ^ a I'expression (47) de ~> on trouve, apres 
T. - III. 26 
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reduction. 



Le coefficient de / — c est nul, d'apres (44). ct il reste 

(hi <m, 

^4^) ' et de m^me 

Le calcul est le menie aussi pour ^--; il y a loutefois une legere difference 
dans le resultat final. On trouve 









> 



OL' '" " (H: i d{{\) i d(\\) 



^ H ^>^ ^L' ^^'^ ^'L' c^rT dL7' 



en ajoutant, il vient 



Lcs formulcs (4^> (^48) ct (49) resolvent la question; toutefois, pour rame- 
ner la forme canonique, il reste un dernier petit changement a faire en posant 

(5o) R,- C-+- C/j'L'=:R'. 

On trouvr, en introduisant R' au lieu de R,, 

^^ / _ _^^ _ ^5' - !?E' 
c^7 "" ' r)L' JiL' ~ " <;L' * 

On a d'aillcurs 
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il vient ainsi 



(5i) 



' dV 


()R' 


dk dW 


dt 


- dX ' 


dt dV ' 


dC 
dl 




dvt dW 

dt ~ d(y' 


d\V 


df\' 


dn dW 


dt 


- '7)n' 


dl <JH' 



Pour nous rendre compte de la forme de Texpression de R' en fonction de / 
et des nouvelles variables L\ G', H', X, x, yj, nous remarquerons que, 0^(1 -hc) 
etant la partie non periodique de = il-^- V g -^ i"h-h i'^n't-^q, on a 

(52) Q^{t^ c) = a -h /'x -^ r-n -h i^n't -h q. 

On pourra remplacer 0^(/ h- c) par cetlc valeur dans les formules (IX) et (X), 
et aussi dans les formules (35), qui donneront 

R,-- — ^Ajcoss,, 

2r, =z (/, ±: ij) X 4- ( i\ ± i'j) X -^ ( /; '± rj) n -+- (i7 It: i'J) n't-^q,± qj 

ou bien 

On voit bien maintenant que, en formant dans les equations ( )i) les deri- 

dR' ^R' <;R' , r 1 I • • * • 1 

vees -..-, -T-y -T- y le temps ne sorlira plus des signes sinus et cosinus, car la 

difference R'— R, qui, (I'apres la formule (5o), est egale a 



i" 



~/i'L-C, 

se reduit a une fonction de L', G' et H'. 

II est important de remarquer que, dans la solution du probleme restreint, 

les differences L — L', . .. , A — yj s'annulent quand on suppose egal a zero le 

coefficient A du terme periodique AcosO considere. En effet, les formules (I) 

et (II) donnent alors 

dL __ dl dB 

dt ""^' dt'^ dL' 

on en conclut que L, G, H, ^^ ^> ^ sont constants. Done les quantites /, g, 

h sont egales a leurs parties non periodiques, c'est-a-dire a X, x, r\. D'autre 
part, les formules (IX) donnent 

\a "^^ I-«o* ^1 """ ^l ... O, 
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apres quoi les relations (43) montrent qu'il en resulte 

95. Autre demonstration. — On pent arriver aux forniules de Delaunay 
par une autre voie, comme Ta montre M. Radau (Bulletin astronomique , t. IX, 
p. 33G); nous nous conlenterons d'indiquer lei, en quelques mots, le principe 
de cette demonstration. 

Pour passer d'un sysleme d'elements canoniques «,, fe, a un autre a,-, ^z, il 
suffit, d'apres Jacobi, de prendre pour les a/ des fonctions des a,- et de faire 

Un cas particulier est celui des relations lineaires qui satisfont a la condition 

a, 6^ -+ ^2 6j| -f . . . = a, fl^ -+- a^ [^2 4- . . . , par exemple 

(I*) j ««-«!, ?»i~- Ptb^-\-b^. 

oil /?,, /?2» Pi sont des coefficients numeriques. Mais Ton peut aussi prendre 
pour ces coefficients des fonctions des a^, en metlant a la place de la premiere 
relation (F) la suivante 

En faisant/?2=/^3 = o» on voitqu'il sora permisdercmplacera,, 6, par a, =/(«,) 
et fl, ~ 6, ~* C'est ainsi que nous avons remplace C et / -+- c par L =/(C) et 

/= ^^"'~^)^' Notons enfin qu'on peut mettre />/-+-/?/-!- y a la place de 6„ en 

remplagant Rpar R -/?«,; c'est ainsi que, plus haul, t -\- c etR — Cont remplace 
c et R. On arrive done, en premier lieu, au sysleme canonique L, G, H, /, g, h. 
Ne prenons, dans R, que Iqs termes qui <lependent de L, G, H et de Targu- 
ment ^ = il-h V g -\- i"h-\- pt-\- q. Les formules (T) montrent qu'on peut 
remplacer Telement / par en gardant g, h et en remplagant L, G, H par les 
nouveaux elements 0, (G), (H) determines comme il suit : 

L r _ £0, (i r /'0 -f- (f, ), II i"% -+- (H), 

pourvu qu*on remplace aussi R par R — /;0. Comme la fonction R ne renferme 
plus g, A, les elements (G), (H) sont des constantes : il ne reste que deux va- 
riables 6, liees par I'integrale R = const, ou R -h C = o. Les equations cano- 
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niques sonl des lors integrables par des quadratures qui introduisent les nou- 
velles constantes c, (^), (A). 

L'equation R -h C ~ o elant differentiee par rapport aux constantes ('sous le 
signe S) et les derivees de R remplacees par lenrs valeurs, il vient 

(111*) citdC- dSd9-hdO$S--dg6(Ci) f/hoiU), 

Si nous supposons exprime en fonction de la variable independante el des 
constantes C, (G), ( H), nous aurons o0 — o, et, en posant 



K^-. fodS (lim. inf. 6^=0), 



on obtient immediatement les relations (VI) de la page 198, qui permettent 
d'exprimer /, g, h par les derivees partielles de K. 

En supposant et ©exprimes par les six constantes C, ^G ), (H^, c, ( g^), ( h), 
l'equation (IIT) devient une identife. Or nous avons vu que les integrales ( VI ) 
conduisent a des developpements qui dependent d'un argument 1 := Oo ( / -f- c; 
et dont les coefficients sont, comme 0^, des fonctions de L, ( G\ (H ) : ces deve- 
loppements ont la forme 

9 — TH (?, sinr-h ^jSinaTH-. . . , t = ^^{t-^- c^. 



dO 

% - 0o -+- B, COST 4- . . . . -7- :=- Ao 4- A, COST h . . . , 

aT 

oil Ao = ©0 -+- - (^1 ®i "*- ^^2 ®2 H- • • • ). En no considerant que les termes non 
periodiques, on trouve qu'on aura 



dt dt 

et (\\V ) devient 



^ae- "709^ 9o^A„, 



aC = ^0 *Ao-f- ^0 3(G^ -4- /i„ 3^ H^. 

Cetle relation, rapprochee de (H*), montre que, lorsqu'il s'agit de proceder a 
la variation des constantes, on pent remplacer C par Ao, en gardant (G), (H ) et 
rempla?ant t -f- c, (g), (A) par les elements 

Enfin les formules (V ) montrent qu'on peut egalement adopter le syst^me L\ 
G', H', X, X, Y), qui se deduit du precedent comme il suit : 

L' — t Ao T =iX -+- TxH- i'n -+-/>/ m- 7, 

G' = rAo-+-(G), )tz=x, 

ir ::i'Ao-f-(H), Yl-n, 
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en ajoulant a K, le lerme -\-pAo- II est facile dc voir que ces formules coincident 
avec les formules iinales de Delaunay. 

96. R6sum6 des formules. — Lc moment est venu de saisir dans une vuo 
d'ensemble tons les calculs precedents. 
On avait a integrer les equations 



(A) 



dl on 


dl 


OR 


I di '" di ' 


dl 


dL' 


1 rfG «^H 

j dt Off' 


dl ~ 


dv.' 


( rfH «^R 

' dl -' dh ' 


dh 


OR 
dH' 



oil Ton avait 

( R = Ro-t-R,, Ho^-B- Acos9, R, - — ^A, cosS^,, 

On a integre rigoureusement les equations (A^) obtenues en remplagant 
dans (A) R par R©; dans la pratique, on pourra suivre, au lieu de la methode 
indiquee, tel procede que Ton voudra, pourvu que Ton introduise six con- 
stantes arbitraires. On developpera les expressions de /, ^, A, qui se compose- 
ront cliacune d'une partic non periodique et d'une serie de sinus. On designera 
les parties non periodiques par X, x, y], et Ton aura, quelle que soit la voie 
suivie (* ), 

L — Lo ^- Li cos{i}s -h i'x-i- i''ri -\ /''/j'/ h- </) -h L, cos2(£>. -+-...) -^- •• « 
G — (io - GiCOs(/X -+- Tx-i i"ri -\- i"* n' t -+-7) 4- Gj cos2(t>. -t . . . ) -^- . . . . 
II: -. Ho— HiCOS(/X 4- i'y. -■- i'Wi 4- i^ n' t 4- r/) 4- lU cos'i(i>. -♦...) — ...; 

, / — X 4- /i sin(/X 4- /'x 4- i'ti 4- i'" n' t -h 7) 4- /, sin2(/ X 4-. . . ) 4- . . . , 
^'-ix 4-^1 sin(«X 4- t'x 4- i"n -h e'^Ai'/ 4- 7) 4- /irisin2(i>.4-. . .)-f-. . . , 
/i = r) 4- //i sin(tX4- «'x 4- i"-n -h i'^ n' t-\- q) 4- //, sin2(tX 4-. . .) -h. . . ; 

6 —il-h /'x 4- iU -f- i^n't 4- q 

4- Ol sin(«A 1 i'-A 4- Ty) 4- i"' n't-h q) 4- 0j sin2(/X 4-. . .) -+■ 



(M Les expressions suivanles de L, G, H, /, g^ h s'obtiennenl en remplavant, dans (IX) et (X), 
60 (/ -:- c) par sa valeur (52). 
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Ou posera les equations 

L' --I Lo -r- - I L, ^, -I- 2 Ls {/, 4- . . . ) ' 

(D) ' (V-Go-i- ' (Ti,^, -i-2G,0,-i-...)' 

qui determinent en fonction de L\ G' ctH' les constantes C, (G), (H) ou leurs 
equivalentes, de telle sorle que les formules (C) et (D) donneront finalement 
les expressions de L, G, H, I, g ei h en fonction du temps et des six quantites 
L', G', H', A, X, Y). 

On aura une verification importante de Tcnsemble des calculs par Tequa- 
tion 



I 



(E) B-h . /i'L4-Acos0-zzC, 

dont lo premier membre devra se reduire, apres les substitutions (C ), a une 
simple fonction de L', G' et H'. 

Cela pose, pour integrer les equations (A), il n'y aura qu'a conserver les 
expressions precedentes de L, G, H, /, g, h en fonction de / et des six quantites 
L', G', H', A, X, Y), pourvu qu'on determine les nouvelles variables par les 
equations 



(F) 



dV ^R' 




rf). dW 


[ dt dl' 




dt dL' ' 


1 dC dW 

dt dy. ' 




dx dW 

dt dG' ' 


rfH' dW 




dn dW 


dt " d-n ' 




dt dH' ' 


R'-R, 


C 


i" 
-+-~«'L'. 



OU Ton a 

(K) 

On voit qu'on est ramene a un systeme (F) d'equations differentielles tout 
pareil au systeme (A), la fonction R' ne contenant plus maintenant le terme 
periodique — AcosO que Ton voulait eliminer. La partie non periodique est 

modifiee par la quantite -. n'L — C. On devra operer, dans R|, la substitu- 
tion (C), ce qui donnera pour R' une expression de la forme 

I R' = -B,-'Va,cosS„ 

(L) . ^ . .. 
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Knfin Delaunay opere des a present la substitution (C^ dans les expres- 
sions (ii) dc la longitude Y, de la latitude U et de -• On est done ainsi ra- 

mene a isoler Tun des termes periodiques - Aacos&a de R' et a reprendre un 
engrenage dc calculs semblable au precedent. On aura bien remarque que les 
quantites C, (G), (H), c, {g), (h) n'ont servi que d'intermediaire et qu'elles 
ont finalement disparu. On observera egalement que la formule (K), rappro- 
chee de Texpression (E) de C, donne 



r 



R'~|{ I ; /i iL' -L) 

I 



ou bien 



(" . . - . I /*' 



(C') 



(K') K'-. R— . n\L -Lo)H r «'(. L, 5,-^- aL,^, -h. . .)• 

On a ainsi simplement Tcxpression de la nouvelle fonction perturbatrice en 
ibnction de rancienne, ce qui complete Telimination de la quantite C. 

II est inutile d'introduire des notations nouvelles pour L', G', H', X, x, r^; on 
pent dire qu'on remplacera dans les coordonnees de la Lune et dans le deve- 
loppement de la fonction perturbatrice L, G, H, /, g, h respectivement par 

Lq-I Li C0S(i7-h i' g - i" h -k- i'^ n't -:■ q) H Lj C0S2(//-}- . . . i -h . . . , 
Go h G,cos(i7-i- i' g 1 i" h -+- i'" n' t -\- q) -i- G2COS2u7-4-. ..)-!-..., 
Ho }- H,cos(i7-+- i' g -\- i" h h- i"' n' t -^- ij) -\- H2C0S2(// 4- . . . ) 4-. . . ; 

/ -^ /, sin(i7-i- (' g f i" h-' i"' n' I -r q) -\- 1^ sin2(£7-r . . . ) 4- . . . , 
g gx^m{il~\- i' g . i" h ~ i"'n't-^q) x g^%\Xii{il -^ , . .) -^- . . , , 
h -^ hy sin(/7H- V g 1 i" li 1 /*'/i'^ ■^- q) h /iisina (i7-h . . ) -f- . . . . 

Les quantites C, (G), (H), ou celles qu'on leur a substituees, sont liees aux 
nouvelles quantites L, G, H par les relations 

L - Lo -\- - (L, 9, -h 2 L, 01-^ . . . ) , 
i.D') \ (1 :-Go-h -((;,0, -i-2G,0,H-.,.;, 

H — lio-^ -(H.^i 4-2H,9,H-...). 

Enfin la nouvelle fonction perturbatrice s'obtient en ajoutanta Tancienne la 
quantite 

r n k\^ - Lo ) 4- - .- n' ( L. 0, -r 2 L, S*, -+- . . . ) 

I ^ 'XL 



THKORIK l)E LA LUNE HE DELAUNAY. 209 

ou pliitot 






(K") ^ 

-f- — /i'(L| 6*, -i '.> L-, (/, H-. . . ). 

Les nouvolles variables devroni verifier encore les equations (A), dans les- 
quelles la fonction R a le sens qui vienl d'etre indique. 

97. Cas d'ezception. — Les formiiles precedentes sonl en defaut qiiand on 
a I r= o, car cette quantite a etc souvent introdnite en diviseur. Mais, si / etant 
nul, i' ne Test pas, on pourra faire jouer a (1 le ineme role qu'a L. On verra 
aisement que les formules (C) et (I)') siibsisteront, a la condition de prendre 
L^ = o pour /? > o et de remplacer (K") par 

-- .,- Al'Ci, C()S(£'a'' -f- /"// M- Z*^/// -r- 7) - ■ .^- /j'Gj COS 2 ( /' A' • ...) 

-\ r,- /t'(tii ^i -1 '^ (i J (/j -+-... ). 

2 r 

Si les deux nombres i et i' sont nuls, c*est H qui jouera le role de L; on fera 
L^=Gp"0, pour/i>o, dans les formules (C) et (D'K et I'expression (K") 
sera reniplacee par 

- ^/I'H, cos(r// -.- rn't 4- q) - rjrn'\Ucos2{i"/i -h i" n' I -^ r/^ -^ . . . 

-*- - -.„/^'(I!, ^, 4- 2Hj'>'s -h. . .^. 

Le seul cas qui exige un trailement special est celui oil Ton a a la fois 
i= i'=^i"—o. Si Ton se reporle a la formule (lo), en tenant compte de 
£*''=«"= o, on verra que les arguments de R qui repondent au cas acluel 
sont de la forme i'"l'. On considerera alors tout Tensemble des lermes en cos/', 
C0S2/', cos3/', . . . , et Ton integrera les equations {\) en prenant 

R - R„ _ - A cos/'— A' C0S2/'- A^cosS/' -. . . ; 

on ne prend pas cette fois de partie non periodique dans R©. D'apres le iheo- 
reme de Jacobi, on aura a considerer Tequalion 

• — A cos / — A' cos 2 /' — ... — o, 
dt 

oil les variables independantes sont /, L, d, H; les trois dernieres tif^urent 
T. - UL 27 



/ 
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seules dans les coeCticients A, A', ... el la premiere dans I' — n\t -^ &). II 
faudra troiiver une sohition avec trois constanlos arbitraires. On peut rcgarder S 
conime nne fonction de /', L, et H, et Tequation aux derivees parlielles de- 
vient 



rr, -, ^<>S l ; COS 2 / — . . . : o. 



Elle est veritiee pa?' 



S:^ ^sin/' t --,sin2/' ...-4- (/) L 4- ( A') <^- -^- < /') H, 



n 'xn 



oil (/), {g) et (A) designent trois oonstantes arbitraires. Solent (L), (G) el (H) 
trois nouvelles constantes arbitraires. D'apres le tbeoreme de Jacobi, les inle- 
{(rales generales des equations ditrercntiolles considerees seront 



0^ 

dL ' 




-ff- 




- h . 


-'^- (L) 




-:(<!), 




-(H) 



Oil bien 



/ = ( / ) -i — . -— - sin / H : .,- Sin 2 r H- . . . . 



- , I dA . ,, I ^A' . ., 

, A' (f^) -4- , —T siu/ , -r-r sin 2/ -r-. . . , 

^*,3>j . /r f;(r 2// oil 



l.-(L), (i (<;), Htt (H 



I. 



On voil done que i., G el H sont des constantes. On (era niaintenant 

et, pour integrer les equations (A) avec cette valeur de U,, on conservera les 
expressions analytiques (53) de L, G, H, /, g, //, en regardant comme variables 
les quantites (L), (G), (H), (7), (g)et(A). On sait d'avaiice que Ton aura, 
pour delerminer ces nouvelles variables, les equations canoniques 

r[(L) oi\^ ^/((i) di\i 6/(11) _ on^ 

d{l) d^ i^iiiJ :^ _ ^lii. 'hh) _ d\\, 

(it ~" d(L)' dt ~ 'd{^\) dt ~~ d(^y 

II est inutile d'introduire uno notation speciale pour les nouvelles variables, 
ot Ton peut dire que, apres avoir integre les equations (A) en y rempla^'ant R 
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par Kq, si i*on a obtenu 

/ =: ( /) -r- /, sin/'-f- /j sill 2 /'-f- .... 

A' - l^M -i ji^i sin/'-i- ^, sin2/'-+- 

h- ih) f- //, sin/' ^ //; sina/' 



L, G, H etant d'ailleurs constants, ii suffira de remplacer, dans les coordonnees 
de la Lune et dans la fonction perturbatriee augmentee de 

A cos /' -*- \ ' cos 2 /' -h . . . , 

/, g, h par 

i /-+-/, sin/' -h /, sin 5i/' H-. .. , 

(54) ' ^-+-A', sin/'H-A',sin:i/'^ 

I -A -t- hx sin/'-t- /ij sin^/'H-. . . . 

On aura, pour determiner L, G, H, /, g, h, les memes equations (A). 

98. II conviendra de commencer les operations en faisant disparaitre de R 
les termes en cos/', cosa/', .... On se debarrassera ensuite successivement 
de tons les termes periodiques capables de produire dans les coordonnees de la 
Lune des inegalites sensibles, de sorte que iinalement la fonction R pourra etre 
reduite a sa partie non periodiquc. Les equations (A) donneront alors 



[1*011 



dL 

-dt -' ^' 


dCi 

dl - "' 


d\\ 

dt-'''^ 


dl (>R 


d^ (>R 


dh d^ 


dl d\. 


dt (n\ 


dt ~ dH' 


L _ const., 


G - const., 


H - const. ^ 


l^ {l)^l^t, 


A' ■ (g)'^f,'ol, 


h (h)-\-h^t. 



(I), (g), (h) designant cette Fois des constantes definitives ainsi que L, G, H; 
'o» go c^ ^0 seront des fonctions de L, G et H. On aura done ainsi les coordon- 
nees de la Lune exprimees au moyen du temps et des six constantes L, G, H, 
(/), (g) et (A). 

Si Ton appliquait jusqu*au bout, et avec toute leur rigueur, les formules 
precedentes k toutes les operations elementaires, on serait conduit a des cal- 
culs efTrayants. On pent heureusement les abreger en se rendant compte d'a- 
bord de Tordre des inegalites introduites par cliacun des termes periodiques 
de R; on sera ainsi conduit a ne faire qu*un nombre assez restreint d*opera- 
iions completes el un nombre plus considerable d'operations abregees. C'est ce 
qui sera explique dans le Cbapitre suivant. 
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CHAPITRE XII. 

SUITE l)R LA THtOUlE 1)E LA LUNE DE DELAUNAY 



99. Classification des termes. — Nous avons tout d*abord a examiner les 
differents termes du developpement de la fonction R, afin de nous rendre 
compte (lu degre d'importancc de chacun d'eux, au point de vue des inegalites 
qu'il peut introduire dans les expressions des coordonnees de la Lune. Pour 
cet examen sommaire, nous partirons des Ibrmules (A) du Tome I, p. 169; 
nous n'en conserverons meme que deux, celies qui concernent les derivees des 
longitudes du perigee et du noeud, que nous reduirons a leurs parties princi- 
pales, 



(0 



dt na^ (' de (it ^na* y dy 



Nous pourrons considerer separement chacun des termes periodiques, 
— AcosO, oil Ton a 

Q - il-\-i'g -- Cli -\- rn't r-q; 

A contient Tun des facteurs 

Nous appliquerons les formules (1) en considerant, dans les arguments 0, /, 
g, h commc etant de la forme a -i fJ/; pour /, le coefficient ^ est egal a n\ dans 

le cas de g et de h, ii est de Tordre de /« ( — j r comme on peut le conclure des 

formules (1) elles-memes. On devra done prendre 



/ 



cos 9 at = r 



m-i-r(3-+-r'p'4-£'"/i' 
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en representant par ^ et ^' les moyens mouvements de g et A. Ccla pose, on voit 
que le diviseur de sinO sera de Tordre o si /^o, de Tordre i si /— o et '^^ o, 
enfin de Tordre 2 si Ton a en menie temps 1 = o et r ^ o. II peut done y avoir, 
par le fait de ce diviseur, un abaissement de deux unites (|uand on passe de 
Tordre d'un terme de R a Tordre des inegalites correspondantes pour les ele- 
ments. C'est pourquoi Delaunay a conserve le neuvieme ordre duns les termes 
de R qui contiennent /' sans /, et ineme le dixii»me ordre dans ceux qui ne ren- 
ferment ni /ni /'. 

II y a une autre circonstance dont il faut tenir compte; — et - sont, dans 

les formules (1), accompa^nes des facteurs - et - • Le coefficient A est de la 

e y 

forme 

Si/? est nul, A et - ~ sont du dejjre o par rapport a r. Si /? ~ i ou 2, Tordre 

de A est superieur de deux unites a celui de , • On voit ainsi (uron peut 

avoir de ce fail un abaissement de deux unites. Kn combinant le nouvel elfel 
avec Tancien, on voit (|ue, en passant de Tordre d'un terme a celui des inega- 
lites qu'il engendre dans les elements, il peut y avoir un abaissement de un, 
deux, trois ou meme quatre ordres; on pourra employer les memes considera- 

tions pour - • Donnons quelques exemples : 
Le terme 



n'a^(^ 3 i5 i5 ,A 



2^' -I- 2 / "- 2 /*' - 1^' — 2 /' » 



est du second ordre, et il en est de meme des inegalites des elements. 
Le terme 

-^eM -^^ -. ..jC0S(2^'-r 2/l~2^'' -2//- 2/') 

est du quatrieme ordre et donne des inegalites du premier ordre (double abais- 
sement par le diviseur n et par - ^, )• 



Le terme 

ni 



7i'a* / I \ , 

— , e| 1- . . . I cos I 

a» V 2 / 



est du troisieme ordre et produit des inegalites du premier. 
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Enfin le terme 



est (lu sixieme ordre, ct les inegalites correspondantes sont du deuxieme. 

En operant ainsi, Delaunay a trouve dans R cinq termes pouvant donner 
naissance a des inegalites du premier ordre dans L, G, H, I, g, h; ils ont pour 
arguments 

2^ H2^'-f-3/ — l li' - i g' — QL l\ 
•ih -r- Ig ^ I lh' - 1g' - 'Xl\ 

VJ/J -\- 2g — '>.h' — 'ig'- ll\ 

m 

9.h — o. A' - '^g' — o, I', 

II y a (le meme dix-liuit termes produisant des inegalites du deuxieme ordre 
et vingt-cinq conduisant a des inegalites du troisieme ordre. Si i'on veut faire 
disparaitre de R les differents termes capables de produire des inegalites des 
ordres i, 2 et 3, on aura done a faire disparaitre de R, 5 4- 18 -f- ^5 = 48 termes 
periodiques. Une circonstance speciale contribue encore a augmenter ie nombre 
des operations completes. 

100. Introduction de termes nouveauz. RSapparition d'un terme. — 

Nous avons indique dans le Chapitre precedent que chacune des operations de 
Delaunay a pour but de faire disparaitre un terme periodique — AcosO de R. 
Dans la reaiite, les choses sont plus complexes. En premier lieu, Toperation 
effectuee introduit toute une serie d'arguments compris dans la forme 

(2) 3r, - ^, :±:y6r, 

2r^ designant Tun quelconque des arguments primitifs autres que 6. Les £r, 
pourront rentrer en partie dans les &, ; mais quelques-uns de ces arguments 
peuvent etre nouveaux. Toutefois il convient de remarquer aussitot que Tordre 
du terme en ^2 ^^^ ^^ moins egal a celui du terme en &, augmente d'une 
unite, car les inegalites introduites par le lerme en sont au moins du premier 
ordre. 

II pent arriver meme que Ton ait Sra— 0; cela aura lieu en particulier si Ton 
a S« = 20,y — I ; de sorte que Targument que Ton avait cbasse reparait im- 
mediatement. Supposons, par exemple, = /; le terme - AcosO est de la 
forme 

m' a^ ^ . , 

(3) - — ,^- e{K^-\-. . . )cos/. 
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II est du troisieme ordre et donne lieu, comme on I'a vu, a des inegalites du 
premier ordre dans les elements. D'autre part, le tcrme en ^, — aSr est de la 
forme 



m'a* 



ft 



,^ e* ( Ao 4- . . . ) COS A I ; 



11 est du quatrieme ordre et donne des parties du cinquieme ordre quand on a 
opere la substitution, apres avoir tenu compte des termes en cos/; on retrouve 
ainsi un terme tel que 

,- - 6'«(Bo-+-. ..) cos/: 



re terme en cos/, qui a reparu, se trouve etre ainsi de la forme 



(4) 



^"^(^)'(^ 



. . . ) cos /. 




I.e terme disparu etait (3); ce terme reapparait sous la forme (4); au lieu 
(Fetre du troisieme ordre, il est maintenant du cinquieme, mais donnera lieu 
encore a des inef^alites du troisieme; done on devra encore lui appliquer une 
operation complete , 

On pourrait, par une modification de la methode de Delaunay, faire dis- 
paraitre a la fois non seulement le terme en cosO, mais aussi les termes en 

COS2O, cos30 On empecherait ainsi le terme disparu de revenir aussitot; 

mais il reviendrait un pen plus tard, apres deux, trois, ... operations. De 
sorte que ia reapparition d'un terme est un phenomene general; toutefois il n*y 
a pas grand mal quand, apres son retour, il ne donne pas lieu a une opc'^ration 
complete. 

Finalement, dans le cours des quarante-huit operations sur lesquelles on 
comptait d'abord, on a rencontre quatre nouveaux termes des ordres >, j, 7, 7; 
cinq termes onf reparu, avec des ordres augmentes de 1, 2, 2, 2 et 3 unites. 
II a fallu faire ainsi 48 4- 4 ^- ^ -- ^7 operations completes. Leur detail remplit 
les 882 pages in-4 du Tome I de Delaunay. 



101. Formules auxiliaires. — II reste a dire comment on arrive dans la 
pratique de chaque operation aux developpements (IX) et (X), p. 191, de L, G, 
H, /, g, //. II est plus simple de ne pas recourir a la quadrature 



/-4- C 



' ^/vA^ 






Delaunay a ramene tons les calculs qui se soiit presentes a lui a deux types 
d'equations difTerentielles simultanees du premier ordre. 
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Premier type : 



in) 



[ de 
dt 



QMsiii^, 



dt-^^de'^^'^-^de'^ 



Q est un coefficient tres petit, M et P deux Ibnctions devcloppees suivant les 
puissances entieres et positives de la pelite quantite e. 

On opere dans chaque cas particulier en faisant des approximations succes- 

sives, en negligeant d'abord Q, puis 0\ Q' On trouve ainsi les developpe- 

nients de e et de sous la forme 



( e~ c, -f-Ei cos9o(/ i- r) -»- E, cos 2 5o(^ -+- ^ )-+-••• ' 
(b) 

e^ et c sont les deux constantes arbitraires; E^ et 0^ sont des polynomes de 
degre p en Q dont les coefficients dependent de e^ ; 0© se prcsente sous la forme 
d'une serie ordonnee suivant les puissances de Q^, les coefficients dependant 
de ^|. Delaunay n'a pas juge utile de donner les expressions analytiques de E^ 
et de Op. II a rencontre ce premier type dans celles de ses operations qui portent 
les n"* 26 a 45 et 49 a 57. Ce qui le caracterise, c'est que la quantite e ne figure 

nulle part en denominateur; dans toules les operations mentionnees, -p con- 



de 



tient le facteur c et — :- 7- est entier en e. 

na-e ae 



Deiixieme type : On le rencontre dans les operations 1 a 25 et 46 a 48; 
e figure en denominateur dans les equations difl'erentielles qui sont de la 
forme 

-/ --: M(i -+- Ml e^ -+- M. eM sin 0, 

dt ^ 

f --- - N(i -:~N,e* {- N,^^-+- Nj^fS r M ■ --cos9: 

\ dt " e 

designe Targument considere dans Toperation dont il s'agit, M une quantite 
du second ordre au moins, M^, IMo, N, N,, Nj, N.,, P,» Pa des quantites de Tordro 
zero. Delaunay a donne sculement les integrales sans (aire connaitre la marche 
employee; j'ai pense qu'il etait bon de combler cette lacune. Soit pose 

^ = Q, /(e) = , -^ M, e* 4- M, eM- . . . , 

I -^ P />« -4- P #>* -4- 
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Irs equations (A) pourront s'ecrire 

(5) / 

On pourrait integrcr ces equations par des approximations successives, en 
neji[lif;eant d'abord Q, puis Q^, ...; mais il vaut mieux sc rappeler que I'argu- 
ment 6 pent etre developpe sous la forme 

(6) e = Oo(t-hc)'hQ(Xi sin0o(' -^- c) -^ Q'ai sin2{/,(/ 4- c) -f- 

En suhstituant dans la premiere equation (/y) et employant les approxima- 
tions successives, on trouve 

(7) e:-:e, -T-Q(3, cos6o(/ 4- c) -h Q*;3, cos2 0o(^ -+- ^) -+- 

II s'agit de determiner a,, ao, . . . , ^,, pj^, . .. et Oj,; <?, ef c seront les deux con- 
stantes arbitraires. On pourra developper/(^ ), o(e), '\f(e) par la formule de 
Taylor suivant les cosinus des multiples de Oj,(/ -h r); on aura, par exemple, 

9(e) = 9i-4- 9', [Q(3| cos^o(^ -- c) ■+- Q*|3,ros29o(^ -f- c) -+-. . .] 
-+- ?; [I ^"?"^T 0'?J cos 2^o(^ 4. c) 4.. . .] 

oil Ton a ecrit, pour abreger, 9,, 9'^, . . . au lieu de 9(e,), ^'(e^), .... On deve- 
loppera de meme les expressions de sinO et cosO; on les substituera en meme 
temps que celles de/(e), 9(e), '\f(e) dans les equations (/>), et, en egalant a 
zero les coefficients de 

s\n6Q{l-{- c), sin2do(^-^^)' •••» cos0o(^-^^)^ co^2 9q{i -{- c), ... 
et le terme non periodique de la seconde, negli^eant 0\ on trouvera 

?-^i? «, = 1 («, 4., -4- P. f .) 4- p, 9'i -^ ^ p? ?■; » 

T. - 111. 28 



3lH 

4'oH, AVf.f, l» (ireci<>ion indiquec. 
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"j) 



\ 

t 

\ 



^1 






'I 



» 



-'J 



^iA->\f\ 



49. 









^?»-'. - ^'?-; ) 



l^?H t'orfnuicft C^iy i?t ^7; fionnimt d'ailleurs 



« hin^ 









sin^v^/ — c) 



'4 .42/ 



-+- c) — . . . . 



fi COH ^ 



' ,]jO^ ^'i «j %) ''\ .'y'( ^1 ««- ?t— 7^1 3ti— ^«,?i)l 



COS^oC -^ <^ » 






r ,^ y U, a, -t- ;=;, -t- jer, aj-r i a, ?, j cos3^o(^ "+- <^) "+-• 



l)(*liiini»y ii designs par r^ lo r>o(»fficienl de sinOoC/ -+- r) dans ^sinO; pour 
n;tr<)ijv<'r s(!S formulcfs, il v a doru; lieu de poser 



d^)u 

(10) 



(«» 



On (l(!vru roiiiplacoi- partout e.^ par ccKp valour. Los formiiles precedentes 
(loiinont 



(H) 






\ r sinO 



• • •» 



<i(i 1*011 a Tail 



(II) 



Ko 



- -u(;sii- t'ojt,), 



QM(3,- ^oa,-- ^-a, p,-: -JeJoaiK 






K, .^ 0* f (3, -H Co a, t ^a, ;3, i- -Jeoajj. 
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On s'assurera aisement que, au degre de precision clierche, on pent reni- 
placer, dans les formules (9), 9^ 9'^, ... par ^o* ?o» •••' >wais, dans (8), on 
doit prendre 

ou bien, en vertu de la formule (10), 

II taut maintenant remplacer/o* ?ot 4^0 p^i' 

9„ - I -4- N, e J -f- N, ej H- N, ej . 

Los formules (9) donneront successivement p,, a,, ^j, a^, apres quoi on 
tirera E^, E,, Ej et E3 des relations (11). On trouvera ainsi, en remettant 

~ au lieu de Q, 

I (3, =_n-(N,_M.)eJ+(N, -M,-Nj4-M,N.)fJ, 
a,= I [ ,-,-(I»,_3N,)e3+(P.-5N, + 5NJ-2M.N,-N,P,)ci], 

Co 

(C) / i3. = 7'^^ [-n-(M,-i-4N,-P,)«5 

-i-(3M,-f-6N,-I>,+ aM}-9N;-f-aM,N, — M,P,-(-2N,P,)e»], 

«, = ^lj[ a + (M.-6N,-i-P,)e« 

^-(M,-4N,-P,^i4N?-f P;-M,N,-M.P,-5IS,P,)eJ], 

E. ^ ^ [-a + (4N.-M,-P,)e„« -(6N,-M,-P.-6NJ-^3M,\,-:-\,P,)e5] 
(My(N,-P,) '•', 

(D) l^'=Z ^ [(P,-M,- aN,)c;+(P.-M.-4N.^4N;-M,N,-N,P,)t-J], 

E. -^^y[(aM,+ 2P,-4N.)e. 

+ (4M,-4-4Pt— i2N,-+-aM»-+-i4N? — i3M, N,-hiM,P,— 5N, P,)eJ], 

1 E, = g^Uy(aM.+ 4N,-aP,+ aM« + 6N; + aPJ + 9M.N,-4M,P,-7N,P,)«'J. 
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On a eiisuite 



|r3cp,-+.i-Q«[Mt^3N.-3P» 



(M,-h loN,- 5P, - 6NJ- PJ-4- 3M, N,- M, P|-4- 5N, P,)eJ]» 



9, = 90-+- - Q' [N, -+- (2N, - 8NJ - M, N, -+. 3N, P, ) ej 1 , 



d'oii 



eo = N(i + N,<-;-^N,eJ+N,e;) 



(E) \ +i*J'[M,+ 4N,-3P, 



(M,H-i2N,-5P,-i4N;-PJ+4M,N,-M,P,-i-8N,P,)e»] 



Si I'on fait 



(F) e=9o(< + c) + 9, sin9o(/ + c) -i- S, sinaSoC^ -^c) — 



on aura 



(«) 



^■- N-'-4k(?5y^'*'-^'^^''-'**'^"' 






'>^el VN 



Les formules (B), (C), . , . , (G) resolvent la question ; elles sont identiques 
a celles de Delaunay (t. I, p. 107 et 108); il est vrai que nous lui empruntons 

deux petits termes en (zrj qui figurent avec un (*) dans les expressions 

ci-dessus de Eo et de 0,; notre calcul, pour les donner, aurait du ctre pousse 
plus loin. Les valeurs precedentes de e et de seraient incommodes a cause dcs 
petits diviseurs ^o» ^0' • • • qu'elles contiennent; fort heureusement, les develop- 
pcments (B) de esinO et de ecosO ne renferment pas ces diviseurs, et ces deve- 
loppements sont les seuls dont on ait besoin (*). 

Pour mieux faire comprendre la melhode et la fagon de Tappliquer, nous 
allons faire un expose somrnaire des deux premieres operations de Delaunay; 
mais, auparavant, nous rappellerons la signification initiale de L, G et H : 

(i3) L — sJ^'a, G = vf^'a(i^e»j, H = G(i — 2y«). 



(») Foir le Tome I de Delaunay, p. 878-88'2, 
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On en dednit sans peine, en developpant suivant les puissances de e^ et y*, 

da 



(>4) 



da "> 
dV. nn 


da 
dV, 


de I — e* 


de 


dL na'e 


dG 


dy 

dL °' 


dG 




d\l 



de _ I / _ 1 1 _ 1 t _ \ 

dG ' /J««eV' ^* ^ "'' 



de 
dH^°' 



L. — , i I _u — #»' - _ a v' — v' /»* -t- — #** -*- I 

= — , ' ~ ( I -+- - e« -h ^ e* 4- . . . ) , 
\na-y\ 28 / 



oil Ton a mis /i a la place de \/^- On aura ensuite 

m _dl{ Oa^ ^? ^ ^ ^ ^ 
OL ~~ da dL de OL ' dy dL^ 

, .. , dn dn da d\\ de dR dy 

(I'j) * — — — — _u -\ — L , 

^ ^ dG "" da dii de dG dy dG 

dR dl\ da dn de d\\ dy 
dH ~ da dH "^ de dH "^ dy d\\' 

On pourra ainsi former aisement les derivees ^» - ,» — „» en partant du de- 

veloppement de R (p. i8()), dans lequel les coefficients des cosinus des argu- 
ments sont developpes suivant les puissances de a, e et y. 

102. Premiere operation de Delaunay. — Nous prenons Tensemble des 
termes en cos/', cos2/', . . . (Delaunay, t. I, p. 2G1) : 



R z=z n'^a^ \(^ - 5 y«^ ge«-+- ^e'*-4- . . . ) e' cos/' 

L\4 2 ' 8 6'A ' 



f^i^^yt^ ?7e«-4-Ze'»H-...^e'«cosa/'^...l; 



cetle fonction perturbatrice laisse invariables L, G, H et, par suite, a, e, y et n. 
On trouve aisement, en calculant 3- »-;-•-,- et les portant dans les for- 

da de dy ' 

mules (i5). 



dn n'^ 
dL 






dn n 
dH 
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tr — 



On en conclut, en integrant et clesignant par (l), (g) et (A) trois constantcs 
arbitral res, 

// ^(/i) - '^ [( > -h... W>'siu/'-f- ( ^ -4-...)^'»sin2/'H-... 1. 

D'apres cc qui a ete (lit, il faudra reinplacer dans les coordonnees de ia 
Lune et dans la fonction perturbatrice, diminuee des termes en cos/% cosa/', 
/, gy h respcctivemont par 

/-- - ( — : . . . ) f' sin/' -H ( — -h. .. j e'* sin 2 /'-+-... , 
A' — — ( - - -h . . . ) e' sin /' 4- ( — ~ -4- . . . j e'« sin 2 /' -H . . . I , 
/,._ 'L \i y .u...^^'sin/'-+-(^ J^. -i-...')e'«sin2/'4-... I, 

sans toucher a L,G, H qui resteront lies a a, c, y par les formules (i3); les rela- 
tions (1/4) subsistent aussi. Mais les nouvelles valeurs de /, g^ h n'auront plus 
la mcme signification; on aura, par exemple, 

anomalie moyenne / nonvcau — — ( >- ^ • • • ) «'sin/'-^. ... 

Une fois la substitution efFectuee, on aura encore les equations canoniques 



(16) 



dL JR 

dt " dl ' 


dG 

dt " 


()R 

or 


dll dR 

dl "~ dh ' 


dl t)K 

dt " «jl' 


dt ' 


<?R 


d/i dR 
dt dYl 



103. Deuxi^me operation de Delaunay. — Elle a pour but de faire dispa- 
raitre les termes en cos/. Cette fois, nous devons prendre la partie non perio- 
dique de R, avec le terme en cos/, soit (Delauxay, t. 1, p. 2G4) 

2 a \4 * ^ ^ ^ 4 4 

('7) 1 '^'''"-'-^'"-") 

-^n'^a^(— - [-3v- r- 4^'*— 7^'*-^- ... Kcos/. 
\ 2 ' lb 4 / 
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Nous aliens exposer Ics ralculs de Delaunay, niais en no conservant que les 
principaux termes dos forniules. Nous aurons rl'abord 






G et H seront constants, done aussi y- ''^n exprimant a et L en fonetion de G 
et de e, il vicnt 



(i8) 









La premiere des Ibrmules (iG) perinet d*ecrire 



Ge (ie „ , / ' J - » 1 ^ /t \ • / 



d'oii, en renipla^ant a par sa valeur(i8) et developj)ant, 



(i9) 






, [^ -37*-:- ^ge--i- ,^i'^ .-...jsm/. 



On aura ensuite, en tenant compte des relations (1/4) et de la valour (17) de R, 



dL ~ na da na^e de 



na 



k /*'* 17 xi . 3 , ai ,- 



^l.'/-.'_l',.....3v._^e" "il 



Poi'toiis dans .- = — -jj-j remplacons a par sa valour (i8) et n par 



fit 



dL 



(20) 






et il vieiidra 



(21) 



\ dt G'V' a* • 8*'; ,*« U a '^ ^ 8 * 8 * ^--V 



( 



-f 



n'*GVi 



GV' 9 . 3^ « . ^ /I \cos/ 

* \Q ' 16 4 / ^ 



Les equations differentiolles (19) ot (21), dont dependent e ot /, rontrent 
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dans le type (A) en reniplagant par lei faisant 





M(n- 


M, 


e') 


/i"G' 


■a 


-3y' 


'-+- 


10 




M(n- 


P. 


e«) 


/i'»G' 


■G 


-3y« 


-1- 


33 , 
i6 


N(i-HN,e»-+- 


N, 


«') 


G' 


(- 


2 


-+- 


1") 


On en 


deduit 

















I-)- 



N-~fiL»~(,a-''5'+4 j 8^Z^^•••' 
M» _ w '*G' M— ^ M-_? P-33 

apres quoi les formules (D) (G) dunnenl 

,cos/=.- -^(^- -3y'+^e'«+ -g-ejj -Z„'.-_. 

-f-eocos/o(^-^c) -h -^ — ^— e* cos2/o(^ 4-c), 

27 /^'*G• 
e sin/=:= £?o sin/oC -+- c) -+- -^ — — ^l sin2/o(r -h c), 

/ = 1^(1 -h c) -^ liS\nlo(t -h c) -h iiS'in2lo{t -h c), 

/ fV 3 , 3 A n'«GV7 ^i . 27 , 21 ,\ 9 ,, G' 

ti — — 7 — > 

2/jL*eo 

/, = o. 

La valeur prececlente de e^ reportee dans (18) donne 

en posant 

GV , 4 i /i'^G«»\ 
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(1*011, avec une precision suffisanle. 



G 



jl^o 



4- e -\ — ~ 



I -f e- 



4 F' 



on oncore 
en faisant 



r.' 



"'"J 






Si Ton porte cette valeur tie G^ dans les expressions precedentes dc pcos/, 
e sin/, /o, /|, e^ et n, ii vient 



eCOS/r: 



--{i-''--i<-r/-)i^'-m 



e^ cos 1^(1 -h c) 



esin/= ^0 sin/o(/ -h c) -H 



-pi — ) el SIM 



C0S9. /«(/ -H C), 



2/o(<-|-c), 



(24) 



'.=».[-«- TV- f':-^-) (=-:)■- ^©"J- 



/, — o, 



* — ^J-f- yf — ) — ( — ) ^oCOS/„(^-4- r), 



/* m /ii 



IH- 



- — e„ C05 



s/o(/-hr) 



]• 



Calculons maintenant les valeurs de g et de A, ou plulot de A h- g^ -+- /et de h 
par les equations diflerentielles 



r// ~ ^L dG OU 



dt 






qui donnent, en vertu des formules (i4)» ('5) et (17), 



d{h 


dt 


-4-/) 


— 


/I 


— 




-h 


7 
1 




ecos/, 






dh 

dl 


r-r 




3 

4 


/I 


-H 


3 
2 


/I 


ecos/. 



T. — III. 
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II faut substituer pour n eie leurs expressions (^4); on trouve ainsi que les 
coefficients de — eQCOsfo(t -f- c) dans les seconds membres des equations pre- 

cedentes sent respeclivemenl egaux a -^ et -• Si I'on integre en remarquant 

que la valeur (24) de /© ne differe de /?© que d'une quantite du second ordre et 
que Ton designe par (g) et (A) deux constantes arbitraires, on trouve 

/i-f-^--f-/=:(A)-f-(^0^-(/'o-+-^o-^'o)(^-4-c)-+-y--5-eoSin/o(^H-c), 

{20) { 

3 /i'* 

h—{h) -\- hQ{t-hc) -4- - -^eoSin/o(/H- c); 

^0 et^o sont des quantites qui, comine /©, dependent de a^f e^, y» '^'^ ^» mais 
dont nous ne donnerons pas les valeurs parce qu'elles ne nous sont pas neces- 
saires. 

Les formules (24) et (20) donnent les valeurs de a, e, y, /, g^ h en fonction 
de / et des six constantes arbitraires a^, e^, y, c, (g) et (h). Ce sont les inte- 
grates generales des equations (16). 

On aura Texpression de L en partant de L ~ yjiia et y remplagant a par sa 
valeur (24) ; la formule (22) donnera G, et la derniere des relations (i3) fera 
connaitre H. On trouve ainsi 

L = v/^ I— ^ /^j foCOS/o(^-+-c) , 

On lit immediatement sur ces formules les valeurs des quantites designees 
dans le Chapitre precedent par L^, G^, H^; ainsi 






G, ==0, 



Lo = V'>«0» *"! ~ — - V^^O ^0 { — ) 

r.,=v'.;:;r,[,-i.,;-iej-i(^y] 

Si Ton a recours aux expressions (24) de /,, /„ ... ou de 0,, 6j il 
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vient 

Go 4- ^ (Gi 9, 4- 2G, 0, + . . .) = V^f^o [i - ^^'5 - §^'5 - § (^31 ' 

On pcut maintenant supprimer les indices de a, n, e, et Ton est conduit a la 
regie suivante : 

Dans les coordonnees de la Lune et dans la fonclion perturbatrice (•), on 
remplace 

cos/ par _Q_3y«-^|e«4-?e'*)(^;'y-^^)V.cos/-r-g 



e 



■,.f\i 



e sin/ » e sin/-+- -^ ( — ) t'* sina/. 

10 V // / 



\ / 



(26)/ a » a I— (— jeeos/ , 

h-i-g-{-l » h -{- g -h i-h J- (—\ ea'mi, 

/* » n -H - I — I ^ Sin/; 

2 \nj 



Y ne change pas ; on a toujours /i = i/^. Les nouvelles quantites a, c, y, /, 

^, A, dont les coordonnees de la Lune et la fonction perturbatrice dependent 
maintenant, seront fournies par I'integration des equations (i6), oil L, G, H 
sont lies a a, e et y par les relations 

(3-) JG = ,'JI^[.-le«-ie»-i('^y]. 

Pour passer a la troisieme operation, la premiere chose a faire sera de cal- 



( ' ) 11 faut prendre ici simplement la valeur qu'avait R avant la deuxieme operation, parce que, u 

cause de i"*-^ o, on a 

' itt • If 

r/l'iL — Lo)H r/<\LiOi-t- -zLiOi-f . . .) = o. 

t ^ 'A t 
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culer les coefficients ^> -t^> ' "' ^ d'apres Ics formules (27); ces coeffi- 
cients sont necessaires pour le calcul des d^rivees 

(m <m dR 
dL' dG' OK 

Delaunay a deduit de la substitution (26) les quantites qu'il faut mettre a la 
place de 

e', e*cos2/, e'sina/, e'cos3/, e*sin3/, ...; 

il est aise de voir que, avec ces valeurs et celles de A -4- g^ -+- / et de A, on sera 
a meme d'effectuer la substitution dans tons les termes de R. Aprfes cette ope- 

ration, la quantite A cosO -f- B -4- — n'L ou A cosO -h B devra se reduire a une 

simple fonction de a, e et y, ce qui donnera une verification des formules de 
transformation employees. 

On pent remarquer que, dans chaque operation, les veritables inconnues ne 
sont pas L, G, H, mais a, e ety; L, G, H ne servent reellement que d'interme- 
diaires et leur role est du a cette circonstance que les equations (16) sont plus 

simples que celles dans lesquelles tiguraienta, e, y* ^> ^> et ^^' 

Nous remarquerons encore que, dans les operations successives, Delaunay 
designe toujours par a^ et yl les parties non periodiques de a et y*; e^ n'est pas 
la partie non periodique de e; c'est le coefficient de sinOo(/ -4- c). Toutefois, 
dans les operations 26-45 et 49-57, el est la partie non periodique de e*. 

104. Operations abr6g6es. R6sultat final. ~ Apres les cinquante-sept 
operations completes, Delaunay a fait disparaitre les termes periodiques res- 
tants, qui sont tons trespetits, en suivant la meme melhode, mais tres abregee, 
en ce sens qu*il n'a pas tenu compte des changements qu'entraine la dispari- 
tion d'un terme dans les autres termes, ce qui revient a negliger le carre de la 
force perturbatrice; il a simplifie aussi la substitution dans les coordonnees 
de la Lune, en ne conservant que les termes principaux. II est done arrive 
finalement a une fonction perturbatrice, ne contenant plus de termes perio- 
diques appreciables, et de la forme 

au degre de precision realise, la fonction ne contient^ qu'au premier degre. 
Les relations qui lient les quantites a, e, y aux dernieres variables L, 6, H 
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employees sont tie la forme 

on trouvepa ces expressions de U, L, G, H aux pages 234-236 liu Tome II de la 
Theotie de la Lane, La premiere moitie des equations (i6) montrc que L, G, U 
ct, par suite, a, e, y sont constants; les autres, en ayant egard aux valeurs dt- 
5E' dT' '"' iH ^'''fifis des formules (28), donneront des equations de la forme 



-l„ 



dg_ 



ou /„, ga et hg designent des fonctions concucs dc e", y'. -r — et e'*. 
Soient done (/), {g), (A) trois conslantes arbitraires, et il viendra 



{^9) 



= (0 + /.'. 



M5)-^ff.'. h = (h) + h,l. 



Les trois coordonnees de la Lune vont done se trouvcr exprimces sous la 
forme de series procedant, suivant les sinus (pour la longitude el la latitude) 
ou tes cosinus [pour - )i d'argumenis dc la forme 



(30) 



i'g + i'{h-h--e')-^i'i'. 



t, i', i", i'" designant des nombres entiers positife ou negalifs; toutefois, on 
peut toujours supposer f">-o. Les constanles (/), {g), (A) figurent d'une ma- 
niere Ires simple dans les arguments, ainsi que ccia rcsulte des relations (39); 
il n*en est pas de meme de a, e et y, qui enlrent d'abord dans les coefficients 
des sinus et cosinus, ensuite dans les arguments, par les quantites 4, go. f'a- 
Le resultat detaille des substitutions faites a la suite des diverses operations 
dans les trois coordonnees de la Lune est donne, terme a terme, 

pour la longilude (p. a!n-^ii el p. 7136-796 du l. II); 
pour la latitude (p. 4>4-369 du I. II); 
pour -^ (p. 570-586 du t. II). 

Delauiiay procede dans le Chnpitre XI a la reduction des lermcs semblables; 
il rcniarque ensuite que a, e et y. qui avaient une definition precise au debut 
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des operations n'en ont plus a la fin. Cc sont seulement trois constantes arbi- 
fraires, ct la fa^on dont dies entrent dans les coordonnees de la Lune depend du 
procede d'integration adopte. Les expressions analytiques des coordonnees en 
fonction de t, a, e, y, (/), {g) et (A) ne seraient done pas comparables dans deux 
theories difTerentes. Delaunay a voulu donner aux constantes a, ^ et y tin sens 
precis, et, pour cela, il les a remplacees par trois autres a, , e, et y, , telles que : 

1° Le coefficient de sin/ dans la longitude Y ait la meme forme que dans le 
mouvement elliptique, savoir 

ce qui reproduira le premier terme de Tequation du centre; 

2^ Le coefficient de sin(^H- /) dans la latitude ait aussi le meme coefficient 
que dans le mouvement elliptique, savoir 

Z" Le coefticient de / dans la longitude moyenne h + g -h I soil egal a 

"' = \/k 

On y arrive en rempla^ant a, e, y respectivement par a|,e| ety, augmentes 
de corrections convenables; finalement, on supprimera les indices dea«, e^ 
et y,. On substituera les anciennes valeurs de a,e ety en fonction des nouvelles 
dans les trois coordonnees de la Lune, dont on obtiendra ainsi les valeurs 
reduites. Ces expressions definitives des coordonnees sont donnees dans les 
pages 803-924 du Tome IL 

Delaunay introduit en meme temps les quatre arguments fondamentaux : 

D ^ A -f- ^ 4- / — A' — ^' -— /' — distance moyenne de la Lune au Soleil ; 
F =^ 4- / 1= distance moyenne dc la Lune ^ son nceud ascendant; 
/ = anomalie moyenne de la Lune; 
/' :::= anomalic moyenne du Soleil. 

Un argument quelconque (3o) des formules finales devient ainsi 

il 4- *' (F - /) -+- /"(D - F -f- /') -4- i^/', 

c'est-a-dire une combinaison lineaire des quatre arguments fondamentaux qui 
sont chacun de la forme a -4- ^z. 

Delaunay n'a pas fait les substitutions entrainees par les diverses operations 
dans les valeurs initiales de L, G, H, /, g, A, ce qui lui aurait permis d'obtenir 
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en fonction explicite du temps les valeurs des elements osculateurs a un instant 
quelconque. II ne l*a pas fait parce que les caleuls, deja tres longs, seraient 
devenus considerables; aussi s'est-il borne a remplir le but final, en donnant 
les trois coordonnees de la Lune. Hatons-nous de dire qu'il scrait aise de com- 
bler cette lacune, en partant des donnees tres claires et tres completes du 
grand Ouvrage de Delaunay. Mais, en consultant I'engrenage des operations 
successives, il est facile de voir que les elements osculateurs «, e, y seraient 
developpes en series de cosinus des multiples des quatre arguments fondamen- 
taux. D*ailleurs les differences entre les valeurs que prennent les quantites/, ^, //, 
au commencement d'une operation et a la fin, sont des series de sinus des mul- 
tiples des arguments, et Ton en pent conclure que Tanomalie moyenne de la 
Lune, la longitude du perigee et celle du noeud, dans Tellipse osculatrice, sont 
egales respectivement aux quantites 

augmentees de series de sinus d*arguments de la forme 

aD-h a'F-ha''/-h«"'/', 

dc sorte que ^o-^-g^o et ho designent respectivement les moyens mouvements 
du perigee et du noeud. 
Enfin, dans les formules finales, on a pose 



m 



n /m' a\/a 

'' ~ V f^ a' \a' 



de sorte que les coefficients des diverses inegalites sont des series ordonnees par 

rapport aux puissances entieres des vraies constantes e, y» —» /w et e\ n designc 

en dernier lieu le moyen mouvement constant, et les coefficients du temps dans 
les arguments fondamentaux sont egaux a /i — n', n — /i©, n — (Ji^ -+- g^), n'. 

L'inspection des expressions reduites des coordonnees de la Lune montre 
qu'elles sont de la forme 

V = const. -+- w/ -h 2 JU sin [iD d: a AF ±jl it//'], 
(3i) I Uzn 2^sin[/Dit:(2A-hi)Fdty7±yT], 



a 
r 



2 ^ cos[iD ± aX'F ±jt drift'], 
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oil l*on U 

(32) j ifcnze^eV'y'Ar^illlY/W, e«, y*, -^, e'A, 

/, kfjctj' designant des nombres enliers positifs ou nuls. On peut done, d'a- 
pres les valeurs dey, /' et k^ trouver immediatement une limite inferieure des 
ordres de x, ift, 3 relativement aux petites quantites e, e' et y- H serait interes- 
sant d'avoir des donnees sur les ordres de Xy lib, e relativement k m; voici ce 
qu'il est permis de juger, par induction : 

Pour i = o, Xy 111), G sont de I'ordre de m, excepte si f = o, auquel cas ces 
quantites sont de I'ordre o; 

Pour I = 2/9, eH., lib, G sont au moins de I'ordre de m^; 

Pour « = I, ai,, 1ft), G contiennent le facteur — , et sont de I'ordre o ou i relati- 

a 

vement a m; 

Pour i= 3, X, 111), G renferment tons le facteur —,m. 

a 

105. R6£lezions sur la thSorie de Delaunay. — Cette theorie est tres 
interessante au point de vue analytique; dans la pratique, elle atteint le but 
poursuivi, mais au prix de calculs algebriques effrayants. C'est comme une 
machine aux rouages savamment combines qu'on appliquerait presque indefi- 
niment pour broyer un obstacle, fragments par fragments. On ne saurait trop 
admirer la patience de I'auteur, qui a consacre plus de vingt annees de sa vie 
a I'execution materielle des calculs algebriques qu'il a effectues tout seul. 
Aujourd'hui sa theorie de la Lune est incontestablement la plus parfaite; celle 
de Hansen, comme nous le dirons bientot, lui est equivalente en precision, 
mais elle ne donne pas les expressions analytiques des coefficients, elle n'en 
donne que les valeurs numeriques. 

Gependant la theorie de Delaunay laisse un certain nombre de desiderata 
que nous allons indiquer. Les mouvements moyens du noeud et du perigee, 
Ao ct A^-f- go9 ainsi que les coefficients des diverses inegalites, se trouvent d6ve- 

loppes en series suivant les puissances entieres de e, e\ y, — , et m; le grand 

ennui vient de ce que les series n'offrent relativement a m qu'une convergence 
mediocre. 
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Ainsi Delauiiay a trouve (Comptes rendus, t. LXXIV, 2 Janvier 1872) : 



233 



n 



4r 



4 
3 



nv 



62 



T28 



m 



9797 
2048 



m 



'99^73 _< . 6657733 



m 



(33) 



n 



. 225 .. 4^7 1 26540^ 
y m* 4- -77— ni^ 4- ^^— rr m* H 7^ m-* 



24 576 589 824 

1 2 822 63 1 



- m ' -h . 



32 '" ' 128 
I 273 925 9().> 



589 824 



ni' 



32 145 882 707 741 5 
679477248 



2o48 

7 1 028 685 589 
7077888 

m" 4- . . . ; 



24576 



//* 



//*" 



nous n'avons pas ecrit les termes moins iniportants qui conliennent en facteur 
les quantites ^^,e'% y^, — • Quandondonnea/Tisa valeur numerique 0,0748013, 

on trouve les valeurs suivantes pour les termes de — et — 



i'o. 



n 

Termes en /;i* -- 0,004 196 4 3 

» m' -T- o , 000 11771 

'» //i* -+- 0,00006677 

» w* -h o ,000 ot I 9.0 

" m* -4- o ,000 001 4^^ 

m' -i- o , 000 000 1 3 

•» /w' 

» m» 



— 0,003999 18 



n 



h -4- SI 

/I 
0,004 19643 

~- 0,002 94?< 80 

-h 0,00099570 

— 0,000 3o3 ')8 
-f- 0,000091 39 
-- 0,000028 3o 
-f 0,00000984 
-f- 0,000 oo3 47 

-T- 0,008 571 5i 



On voit que la serie qui donne le mouvement moyen du perigee converge 
tres lentement; la valeur exacte de la serie en m est 0,008 572 57, de sorte que 
le quatrieme chiffre donne par Delaunay est en erreur. On pent prevoir que, 

pour avoir le mouvenient du perigee a ^ de sa valeur, ce qui serait desi- 
rable, il aurait fallu pousser les calculs jusqu'au terme en m**; pour le na*ud, 
la valeur exacte de la serie en m est — 0,003999 iG; la precision est presque 
suflisante. Ainsi la tlieorie de Delaunay ne donne pas avec assez de precision le 
mouvement du perigee, dont la valeur devrait etre cmprnntee aux observations. 
Nous verrons bientot comment MM. Hill et Adams ont reussi depuis a calculor 
avec toute la precision desirable les series (33). 
M. Adams a observe en outre que, en posant 



//I I 



m = 



m, 



les series precedentes, etant ordonnees suivant les puissances de m^j deviennent 
beaucoup plus convergentes. (Voir Bull, astron., t. IX, p. 37/1.) 

T. - III. 3o 
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Lc meme defaut de convergence se manifeste dans les coefticients des 
diverses inegalites. Ainsi la longitude V renferme Tinegalite 

/2i 1233 , i49>3 _ \ / • /f itK 

( —m -+- -5--m--+- -^7— m*-h. . . jee'sin(/ — I'); 

nous n'avons pas ecrit dans la parenthese les termes en c^, y^» ^'*» • • • ; ^'^ mise 
en nombres donne 

Termo en ee'm 74 ^58 

» ee'ni^ 4o,y4 

ee'm* 1 8 , 52 

ee'm^ 8,11 

ee' m* 3,66 



)) 



u ee'm^ i ,72 



i) 



ec' nO , o,85 



Delaunay a done ete jusqu'au terme en ee'rrC ^ qui est du neuvieme ordre, et 
il n'a pas ete assez loin, puisque ce terme est encore de o",85. II a pris le parti 
d'ajoutcr un complement probable determine par extrapolation, d*apres les diffe- 
rences ou plutot les rapports des termes precedents; dans le cas actuel, il 
assigne au complement la valeur 4- o",9i ; ici encore, pour avoir surenient le 
centieme de seconde, il semble qu'il faudrait aller jusqu'au terme en ee'/w**, 
qui serait du seizieme ordre, 

Donnons encore quelques exemples analogues : 

L'argument de Tevection est 2D — /; son coefficient contient de petils termes 
dont nous aliens ecrire les valeurs : 



Torme en ee'*m — 2/23 

» ee'^m^ — 0,64 



M ee'^ni* -i- o,32 

w ce'*ni^ -i- 0,43 



Delaunay assigne comme complement probable -4-0", 20. 

Le coefficient de sin(D -h /') dans la longitude contient les parties suivantes : 



Terme en —c -7-22"; 1 i 

» —jcm,., — 7,4^ 

a ' 

» -; e //I* -r- 3 , .{2 

» — , e /«* — o , G() 

a 

» —cm^ -f- 0,16 

a ' 

—,em* •• . - 0,02 
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Delaunay suppose nul le complement probable. Enfin, voici, pour terminer, 
(les donnees analogues pour trois autres inegalites de la longitude : 





sin 


(2D — 2/-r- 


/'). 




sin(2D — 3 





• 






sin(4D — 


2/). 




Terme 


en 


e^e'm.. . . 


- ^;»9 


Terme 


en e^m 




H-I 


30^79 


Termo 


en 


e*m^. 




+ ir>!2() 


» 




e^e'm^. . . 


-+- 0,33 


» 


c*/w*. . . 




H- 


46,09 


n 




c'm'. 




-+- 9,1o 


» 




e^e'm}. . . 


-:- i,a6 


» 


e^m^. . . 




-+- 


22,28 


» 




e*w^. 




-i- 4,o1 


u 




e^e'm^. . . 


-T 1,16 


» 


e^rn^. . . 




H- 


8,i3 


» 




c'w'. 




-:- I,3l 


w 




c^e'm^. . . 


— 0,82 


» 


c*/w5. . . 




■4- 


3,18 


« 




e'm'^. 




'0,53 


» 




e'e'm*. . . 


-+- 0,49 


» 








i,3i 
0,54 













M. Airy a clierche a remedier a cet inconvenient (*); il a adopte pour point 
de depart les expressions numeriques calculees sur les formules de Delaunay, 
et, au lieu d'evaluer les complements probables des coefficients des principalcs 
inegalites, il les considere comme des inconnues et cberche a les determiner 
par le calcul, en substituant dans les trois equations diflerentielles du mouve- 
ment [equations (a") du 1. 1, p. 92] les expressions des coordonnees de la Lune. 
Le resultat de la substitution ne contiendra les complements qu'au premier 
degre, parcc que ces complements sont petits et qu'on pent negliger leurs 
carres. 

Les calculs auxquels conduit la methode de M. Airy sont neanmoins conside- 
rables ; ils ont dure plus de dix ans, et il ne semble pas que Teminent astronome 
soil arrive a s'affranchir de toutes les causes d'erreur. Pour plus de details, 
nous renverrons le lecteur au Bulletin astronomique (t. IV, p. 274-286 et 383), 
ou M. Radau a donne une analyse etendue duMemoire de M. Airy. Nous nous 
bornerons a dire que Tune des causes d'insucces de la nouvelle tentative pro- 

vient de ce que Delaunay n'a donne le developpement de - qu'avec les termes 

du cinquiemc ordre, ce qui etait largement suflisant pour le calcul de la paral- 
laxe; mais la valeur que M. Airy en a conclue pour r n'estpas suffisamment 
precise. 

106. Comparaison entre Hansen et Delaunay. — Hansen n*a pas deve- 
loppe les expressions analytiques des coefTicients des inegalites, precisement 
pour eviter le pen de convergence des series. Aussi la comparaison des valeurs 
numeriques auxquelles il est arrive, avec celles de Delaunay, presente-t-elle 
un vif interet. Cette comparaison qui demandait un travail preparatoire, parce 
que les inegalites ne sont pas presentees sous la meme forme dans les deux cas, 
a ete faite par M. S. Newcomb {Astronomical Papers^ 1. 1, p. 59-107). Ce savant 
astronome a pris ce que deviennent les nombres de Delaunay, quand on emploie 



(^) Airy, Numerical Lunar Tlieory, London, 1886; in-4. 
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pourc, e\ Y et — les valeurs adoptees par Hansen et que, en outre, on tient 

compte des complements probables publies par Delaunay dans les Additions 
a la Connaissance des Temps pour 1869. Voici le resultat de la coniparaison pour 
les principales inegalites de la longitude : 



Arguments. 

D 

D — l-hl' 

/— /' 

4D — 2/+/' 

2F — 2/ 

aD — 2/-f-/'. .. . 

2D — /-h/' 

aD — l-h a/' 

D-2/ 

4D — /-h/' 

aD — 3/ 

2D— ->./ 

3D 

aD — / 

aD — / — /' 

aF — aD — /' 

4D — aF — / 

3D — / 

4D — 3/ 

4D-+-/ 



Hansen. 

- I25;43 
1,33 

- 148,02 

o,3C 
H 1,09 

h 2 , >2 

- a8,56 

- a, 54 

- 1,78 

- 0,64 

- ',«9 

- 13,19 

- 211,71 

o,4i 
4586,56 
ao6,46 
1,55 
o,a2 
3,23 
1,18 

',98 



Delaunay. 

-H 0,87 

--- 148,43 

— 0,67 

-r- 1,38 

-•- 2.27 

— 28,3a 

— 2,35 

— 1,59 
-- o,83 

-+- 1,71 
-^ 1 3 , 3a 

-+- 211,84 

0,54 

i 586, 44 

206, 3 i 

1,43 

0,34 

3,12 

1,08 
1,88 



H.-D. 



^ " 

O.JJ 



-i- O 

— O 

— O 

— O 
-:- O 

O 

— O 

— O 
--- O 

— - O 
-- O 

— O 

— O 
O 
O 

-+- O 

— O 

— O 
O 
O 



46 

41 
3i 

29 
a5 

24 

»9 

»9 

19 
18 

i3 

i3 

i3 

la 

la 

la 

la 

1 1 

10 

10 



IL- D*. 

-+- o'o6 
-+- 0,46 
-+- o,56 
-f- o,3i 

— o,3o 
-4- o,65 

-^ 0,94 

— o,3a 

— o,a8 
-- 0,19 

- o,aa 
0,04 
-T- o,a5 

— 0,16 
-1- o,3a 

— 0,08 
o,ia 



— 0,1a 

— 0,25 



0,22 
o, la 



D.-D'. 

— 0:49 
0,00 

-+- 0,97 
0,00 

— 0,01 
-4- 0,40 
-f- 1,18 

— o,i3 

— 0,09 
0,00 

-+- 0,04 
-+- 0,17 
-H o,38 

— o,o3 



o,ao 



— o,ao 
0,00 
0,00 

— 0,14 
-h o,ia 



0,0a 



La premiere colonne reproduit les arguments de Delaunay, la seconde les 
coefficients de Hansen, la troisieme ceux de Delaunay, la quatrieme les diffe- 
rences Hansen moins Delaunay. La cinquieme colonne renferme les differences 
H. — D*., obtenues sans tenir compte des complements probables; elles sont 
extraitesdu Tableau plus complet que nous avons donne plus haul (p. 112-1 15); 
enfin la sixieme colonne contient les complements D. — D*. On n'a insere ici 
que les vingt et une inegalites pour lesquelles la difference H. — D. est au moins 
egale a o'', 1 en valeur absolue. On voit done que, sur Tensemble des inegalites 
de la longitude, il y en a sculement vingt et une dont les coefficients different 
de o", I ou plus dans les deux theories; sur ces vingt et une differences, qua- 
torze sont comprises entre o",i et o", 2, trois entre o",2 et o",3, une entre o",3 
eto",4» deux entre o",4et o", 5, une entre o",5 et o",G. L'accord est en somme 
tres satisfaisant et montre que la faible convergence des series n'a que pen d'in- 
fluence sur les resultats de Delaunay. M. Wilding a effectue la comparaison 
entre les deux theories pour les inegalites de la hiitixde (Monthly Notices, t. XL; 
1879); I'accord est egalement tres satisfaisant. 

On pent conclure de la, en tenant compte des travaux supplementaires de 
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MM. Hill et Adams, auxquels nous avons deja fait allusion et dont nous parlc- 
rons bientot, que les perturbations de la Lune qui proviennent du Soleil, sup- 
pose se mouvoir dans une ellipse invariable, sont maintenant calculees avec 
une precision presque suftisante. Cela est etabli par I'beureux accord de deux 
theories entierement differentes. Les ccarts sensibles qui subsistent malheu- 
reusement encore entre les Tables de Hansen et les observations de la Lune 
doivent done avoir une autre source. Delaunay esperait sans doute que sa 
theorie les expliquerait en partie; sa mort prematuree Fa empeche de pour- 
suivre ses recherches dans une autre direction. 

107. Modification possible de la mSthode de Delaunay. — L'un des incon- 
venients les plus sensibles de la methode d'integration adoptee par Delaunay, 
c'est que, comme on I'a vu (p. 228), les elements canoniques L, G, H, qui figu- 
rent dans les equations differentielles, ne servent que d'intermediairespourarri- 
ver aux elements a, e, y, qui figurent dans la fonction perturbatrice et dans les 
expressions finales des coordonnees. Or il serait possible, ainsi que Ta remar- 
que M. Poincare, d'introduire un autre systeme d'clements canoniques, suscep- 
tible d'etre employe en meme temps au developpcment de la fonction pertur- 
batrice. 

Pour I'obtenir, nous partirons de la formule de Jacobi que nous avons 
rappelee plus haut (p. 204), et qui montre qu'on pent passer d'un systeme cano- 
nique a,, 6/ a un autre a,-, ^i a Taide des relations lineaires 

I «i =/>!«! -^PfO^t-^Pz^Xiy (3j =Pxbi H- <7i 6j 4- /"i ^„ 
a, = ^1 ai -+- qi «, H- 7, a,, (Sj =/?, 61 -}- qt ht ■+- r^ 6j, 

oil />/, 7/, r, sont des coefficients numeriques. Nous en avons deja deduit les rela- 
tions (I*), en faisant usage des coefficients suivants : 



Pn 


Pt> 


P^y 


Pi> 


0, 


0, 


0, 


I, 


0, 


Pi^ 


I, 


0, 


0, 


0, 


I, 


P^y 


0, 


I. 



Nous aurons, de meme, les relations dont nous avons besoin ici, en prenant 
les coefficients 



1, I , 1, I, o, o, 

O, —I, —I, I, —I, o 



> 



O, O, — I , I , — I , — I. 

Ces relations sont les suivantes : 

/ flfi — «! -I- «,+ «,, Pl = ^I, ^>, ={3,, 

(35) \at= — «! — aai {3, = 6, — 6,, 6, = {3, — p,, 

0^=: — ««, Pj = ^1 — ^J — ^8» ^3 = Pl — (3j. 



238 CIIAPITRE XII. 

On voit que, si le systeme a^, p, representc /, g, A, L, G, H, le systeme a/, bi 
representera les nouveaux elements 

-^--//, L-G, 
-A, G-H, 

que nous designerons par 

1 >. L, 

(30) -CT, I>, 

f-A. Q. 

X est la longitude moyenne, vs la longitude du perihelie, h la longitude du 
noeud; ensuite 

IL - vV^» 
P ^ (i — \/i — e*) L ri: ^ f>M I -h ^ e» 4- g e* +- . . . j L, 

Les arguments do la fonction perturbatrice, qui dependent de /, g, A, /', ^, A', 
pourront etre facilement exprimes en fonction de X, gt, A, X', gt', A'; mais la 
transformation des coefficients ne pourra se faire aussi simplement, car on aura 



P P* , Q 



d'oii 



/2 P / _ J^ P* _ \ 

"^V L V 4L 32l> *V' 

(38) , I' \ -* / 



y-'s/^X"^^ 



3 P« 

"^ 8 D "^' • • 



On congoit cependant que la methode d'integration puisse s'appliquer aux 
elements canoniques qui viennent d'etre definis. 

Si, maintenant, nous avons rccours au theoreme en vertu duquel deux ele- 
ments canoniques a, b peuvent etre remplaces parv'2acos6, v^2asin6, ou, ce 

qui revient au meme, par — v^2asin6, -h yf^cosb, il est facile de voir qu'a la 
place du systeme (3G) nous pouvons employer le suivant : 

I >, L, 

(89) I c—^iPcosBj, Yj =r v^'iP sincT, 

p—.^2Q cosh, q ^=\hQs\nh. 
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On aurait crailleurs 

* «3 / 

\ 

yTF --.-.<; ( I -1- - e* -i- . . . ) y^'L , 
y/a Q =r 2 y ( I — 7 tf - — . . . ) \/L . 

Des relations 



rapprochees des formules (38), M. Poincare conclul que <?cosgj, ^sincr, y^-os/i, 
ysin/i sont developpables suivant las puissances de $, r^,/>, y, et que la Ibnc- 
tion perturbatrice est developpable suivant les puissances de 5, y], p, q, $', r/, 
p ^ (( \ clle pent etre amenee a la forme 

ou N depend de L, L'. Mais cette forme ne se prete plus a la methode d*integra- 
tion precedemment developpee. 
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CHAPITRE XIII. 



ACCELERATION SECULAIRE DE LA LUNE. 



108. D6couverte de racc616ration s6culaire. — La Lune est le seul astre 
pour lequel les observations aicnt mis en evidence une acceleration seculaire. 
Pour les planetes, la longitude heliocentrique pent se mettre sous la forme 

L — c-hnot-hpy p = 2 ^ sin ((3^ H- 3'), 

oil c, fiQ, B, p et ^' designent des constantes. II en resulte que, si Ton considere 
trois epoques aussi distantes que possible, /o, tt et ^2, t^ < /|</a, on aura, en 
mettant aux lettres L et p les indices correspondants, 

Lo — C-h /io^o+po, L| =:C-+- fhti-h pi, L, =:C-+-/io^4-p„ 

d'oii 

Li — pi — (Lo— po) . L, — Pj— (L, — p,)^ 

/?o — > /«o J 

li ^0 tf /| 

c'est ainsi qu'on determine reellement z?©. Or, dans le cas de la Lune, les deux 
valeurs ainsi trouvees pour n^ sont differenfes; la seconde est plus grande que 
la premiere; le moyen mouvement de la Lune va done en s'accelerant. On 
obtiendra cet effet en supposant que I'expression de la longitude de la Lune 
contienne un terme proportionnel au carre du temps, que nous representerons 

par (J ( — j = <jS^, / designant le temps compte en annees juliennes de 365^ aS 

et S le nombre de siecles correspondant. On aurait done 



L =^ C -{- Ho t -h 7 



_Ly4.y Bsin((3/-4-(3'); 

100/ Ji^ 



0" est ce que Ton nomme le coefficient de I* acceleration seculaire. 
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Cette inegalite importante a ele decouverlP par Halley (') qui ulilisa quel- 
ques-uties (Ics anciennes eclipses lie hune dc I'Almageste, tVautres ecWpscsoh- 
sen'ees par les Arabcs vers [a fin du ix" sifecle, el enfin Ics observations de son 
temps. II avail ainsi les trois epoques tg, t, et /,. Kn outre, l, sc truuvait tcnir k 
peu pres le milieu entre t^ et t^. Ilalley obtinl dans fe second intervalle une 
vateur dc n„ pltis grande que dans le premier. II constala ainsi I'acce I c ration, 
mais sans pouvoir en fixer la grandeur. 

Pour Irouver une preniil-re evaluation dc o, il faut attendre plus d'un demi- 
sifecle. Duntliorne (*) oblient t= lo". A peu pres dans le memo temps, el d'une 
maniere independante, Tobie Afayer s'oceupa de la meme question, en vue de 
donner a ses Tables de la Lune la plus grande precision possible, el il Irouva 
a = 6", 7. Ces Tables parurent en 1752; une seconde edition ful publiee aprfes 
la mort tie I'auteur, en 1770, d'aprfcs lo manuscrit laisse par lui; la valeurde 
I'acceleration seculaire y est porteo a 9", sans que Ton sache pour quelle raison 
il a augmente ainsi de 3",!J la valeur primitivement adoptee. Lalande a repris le 
meme sujet (') et donne <j~ 9", 886. 

Les diflerences cntre les determinations precedentos tlcnnent a cc que Ics 
autcurs n'cmplnient qu'une partie des eclipses de Ptolemee, une ou (rois par 
exemple sur dix-neuf, de meme pour Ics eclipses des Arabes ; enfin les Tables 
lunaires dont lis se servent sont difTerentes, et il faut que ccs Tables donnent 
pour I'cnsemble des inegalites periodiques de la Lune une valeur assez exaclc. 
Nous verrons dans un autre Chapitre a quelle valeur on est conduit quand on 
utilise (out le materiel dont on dispose et que Ton a rccours aux meillcures 
Tables de l» Lune. 

Quoi qu'il en soit, i'ensembie des recbercbes de Duntliorne, Tobie Mayer et 
Lalande mettait bors de doute I'existcnce meme de racceleration, et permetlait 
de lui assigner une valeur comprise entro 0". 7 et 10". 

1U9. Explication thSorique de I'acc^ldration sdculajre. — Lagrange, qui 
avail elierclie vainement a se rendre comple par la Iheorie du fait de I'acctU^ra- 
tion seculaire, emit des doutes sur sa realile, trotivant les ancicnnes obser^'a- 
tions trop vagues et trop discordantes pour qu'on en puissc lirer des donnees 
precises. Laplace, de son cote, crut un instant que Ton pourrait expliquer Ic 
pbenomene, en admellant que la transmission de Tattraclion, de la Terre a la 
Lune, ne soit pas inslantanee. 11 fit remarquer aussi qu'un ralentissement dans 
la duree dc la rotation de la Terre sur elle-memc, ne fiit-il que dc o',oi depuis 



( ' ) TransacUom pliilosophiquef de U 

(') Ihid., n*4M; 1749 

{') Mifmoirct dc I'Aradimw lies Sci'i 



t royah de Londre!, n"20(; ifi!)3. 
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Hlpparque, produirait une acceleration seculaire superieure a lo"; maisil res- 
tait a assigner une cause a cettc variation du jour sideral. 

En 1783, Lagrange revient encore sur la question et fait voir que les varia- 
tions seculaires de Texcentricite et de Tinclinaison d'une planete peuvent pro- 
duire une equation seculaire dans la longitude d'un astre voisin. Faisant Tap- 
plication de sa theorie aux actions reciproques de Jupiter et de Saturne, il 
n'obtient que des resultats negligeables, et, par une conclusion trop hative, il 
admit qu'il en serait de meme de tous les autres corps de notre systeme; il se 
laissa ainsi enlever par Laplace Thonneur d'une decouverle contenue implici- 
tement dans ses formules. 

C'est en travaillant a la theorie des satellites de Jupiter que Laplace fut mis 
sur la voie de Texplication cherchee; il reconnut qu'une variation seculaire, 
dans Texcentricite de Torbite de Jupiter, produisait une acceleration dans les 
moyens mouvements des satellites. En transportant les resultats a la Terre, il 
obtint un terme en /^ dans la longitude de la Lune (roirp. 107). 

Nous allons calculer ce terme en employant la methode de la variation des 
constantes arbitraires. On a, en designant par n, I ei t le moyen mouvement, la 
longitude moyenne de la Lune et celle de I'epoque, 

Le moyen mouvement n se compose d'une partie constante n^ et de termes 

dt 

periodiques. Quant a ^> nous avons trouve, dans le Chapitre IX, p. 146, 



quand on aura remplace 9 et 0, e et gt par leurs valeurs (D) et (D,), pages iSa 

dz 
dt 



de 

et i54» on trouvera que -7- se compose de termes periodiques et de la portion 



^0 \ 2 / 



qui serait constante s'il en etait de meme de e\ Mais on sait que, en vertu de 
Tattraction des planetes, rexcentricite e' de Torbite terrestre varie lentement. 
La loi de cette variation est compliquee; toutefois, pendant un assez grand 
nombre de siecles, on pent (Annates de r Observatoire , t. IV, p. 102) se borner k 

e'nre'o — (xt, e',,r=o,oi6 77i, a =4- 0,000 000 4^45, 

oil t est compte en annees juliennes a partir de i85o,o. On voit que e' diminue 
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lenteiiicnt, parce que a est posilif el trcs petil, cl rjue, si Ton negl 
^ coraprendra une serie lie tcniies pi'riodiiiues, b partif constante 



En integrant et portant dans (i), on voit que / sc cumposera d'une serie de 
termes perioiliques et de la portion 



■--H^y- 



N.= 



Cette valeur de (j est positive, et c'est bien une acceleration qui se Irouvc 
realisee. Laplace trouva pour i le nombre i\",i'i5, qu'il reduisit plus lard 
a io",i8, par suite d'une modification dans les in»sses de Mars et de Venus; 
avec les masses admises atijuurd'hui, il aurait oblenu lo'iGG. On voil que Laplace 
etait arrive presque exactement au nombre de Uunthorne et de Lalandc. On 
fut ainsi conduit nalurellenient a admetlrc la valeur (lieorique de I'acceleration 
seculaire, et, a partir de la publication du Tome III de la Mecaniqtie celeste, on 
la fixa a lo", el c'est cette valeur qui fut introduite dans les Tables de Burg et 
de Burckbardt. 

Une reflexion imporlanto doit ctrc I'aile ici : I'obscrvation avail devance ta 
Iheoriedans la decouverte de i'acceleration seculaire; mais la (licorie va prendre 
sa revancbe en nous montrant comment se passeront les cboses dans I'avenir te 
plus recule. On sail, en elTet, par la tlieorie des iu^galit^s s^culaJres, que I'ex- 
cenlricite e' ne diminuera pas toujours; Jans a^ooo ans environ, elle aura 
atteint son minimum et commencera k augmenter. variant ainsi periodique- 
menl dans un cycle immense. II est done prouve par la meme que le moycn 
mouvement de la Lune n'augmenlera pas toujours, et qu'il finira par diminuer, 
repassant a la longue par les memes grandeurs, de part et d'aulre d'une valeur 
moyennc. 

Laplace montraaussi, corame nous I'avons dcja vu, pages loa et 1 0/4 dece Vo- 
lume, que la diminution seculaire de e' produil des variations seculalres dans les 
mouvements du pcrtgee et du nit^ud de la Lune, el il en determina les expressions. 
Pour juger de I'amelioration que la variation seculaire du perigee, indiquee par 
sa tb6orie, introduirait dans les Tables, il pria Bouvard de comparer a ces Ta- 
bles lesanciennesobservations d'eclipses, en uegligeani d'abord la variation du 
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perigee et, ensuite, en en tenant compte. Les resultats obtenus par Bouvard sont 
consignes dans un Tableau insere dans les Additions a la Connaissance des 
Temps pour I' an VIII; on y voit que les erreurs des Tables sont ameliorees sensi- 
blement par Tintroduction de la variation seculaire du perigee. 
Apres Laplace, Plana avait calcule avec plus d'exactitude le coefBcient de 

^i^o^^* dans la longitude de la Lune; au terme unique +-/n*, il en avait 

ajoute vingt-sept autres plus petits, et Tensemble lui avait donne (t= io'',58. 
Damoiseau avait obtenu de son cote i&\y^; c*etait, en somme, la confirmation 
du resultat de Laplace. 

110. Recherches sur les Eclipses chronologiques. — La question histo- 
rique, delaissee pendant longtemps, entra dans une phase nouvelle lorsque 
Baily eut signale en i8ii, dans les eclipses totales de Soleil, un nouveau et 
precieux moyen de controle pour les Tables de la Lune. Voici dans quel sens : 
les historiens de Tantiquite, a partir du v* siecle avant I'ere chretienne, nous 
ont transmis des recils plus ou moins nets d'eclipses totales de Soleil qui se- 
raient arrivees en certains lieux, presque toujours au moment d'evenements 
historiques d'une grande importance, mais sans faire connaitre Theure du phe- 
nomena ni le jour, ni meme Tannee, le plus souvent. 11 y a done, entre ces 
eclipses de Soleil et celles que nous avons mentionnees jusqu'ici, une difference 
importante; les dcrnieres seules sont rapportees a une date precise et meme k 
une heure determinee. 

Cependant, si Ton a egard a ce fait connu que, dans chaque eclipse de Soleil, 
les regions de la Terre recouvertes par Tombre pure de la Lune (zones de la 
totalite) forment une bande tres etroite; si Ton se rappelle que, en un lieu 
donne, les eclipses totales de Soleil sont tres rares, qu'a Paris, par exemple, 
on n'en aura vu qu'une pendant toute la duree des xvin*^ et xix* siecles, qu'a 
Londres on a ete pendant cinq cent soixante-quinze ans sans en observer une 
seule, depuis i i4o jusqu'en 1715, et que, depuis Teclipse de 1715, on n'y en a 
pas vu d'autres; on comprend que, si Ton savait positivement qu'en un lieu 
donne de la Terre on a observe une eclipse totale de Soleil, a une epoque non 
exactement fixee, mais cependant comprise entre des limites de temps pas trop 
espacees, on comprend, disons-nous, qu'on en puisse tirer des conclusions pre- 
cises sur les valeurs de certains elements de I'orbite lunaire a cette epoque et 
en particulier sur le moyen mouvement correspondant. En supposant a cette 
derniere quantite une variation tres faible, Teclipse calculee par les Tables 
pent cesser d'avoir ete totale au lieu considere. 11 pent se faire toutefois qu'il 
y ait lieu de faire varier d'autres elements, que la question de la date inconnue 
joue tout de meme un role, que la position du lieu d'observation n'ait pas 6te 
nettement indiquee, et qu'enfin le vague des recits et la fable qui tend k se 
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meler aux grands evenemetits correspond ants ne permettent pas (oujours dc 
savoir si Ton a eu recllement affaire a line eclipse tolale de Solcil. Les erreurs 
des Tables pcuvent joueraussl un role important, et i'on con^oil que la metiiode 
donne dans la reatite moius qu*e]lc ne sctnblail promettre. 

Quo! qu'il en soil, ces reclierclies interessantes, inau^ureoa par fiaily, ont 
etc poursuivies avec sagacile par Airy (Transactions philosophtques de t853 
et Memoires de la Socielc royate asironomiqut de Londres, t. XXVI; 1857), ct 
Tauturite qui s'altachc a tous les Iravaux de cet astrononie eminent leur a 
donne une grande importance. Nous rcvicndrons en detail, dans la suite, 
sur Ics eclipses chronologiques. Bornons-nous. pour le moment, a dire que 
leur consideration a conduit Airy, dans son Memoire de i853, a donner a 
I'acceleration seculaire la vsleur 10", 72; dans son travail dc 1857, oii il s'est 
servi des nouvelles Tables dc Hansen, il a meme porLe ce nombre a 12", 18, 
ajoutant qu'avec iS" on aurait encore une representation plus satisTaisanle de 
deux des eclipses en iiuestion. 

D'autre part, Hansen a calcule a plusieurs reprises, par sa |theorie, la valeur 
de I'acceleration seculaire, el il a trouve successivenient ii".<)?t{Aslron. Nachr., 
n° 443; i%l\i), \i",!i'] {Astron. Nachr., n" 597; 1847), i2",i8 (Tables de la 
iunc, publiees en i857)ctenfin i-i", ^^j {Darlegung, i.W; 18G4). 

II y avail done Ik un nouvel ensemble de recberches fondccs sur la tbeorie et 
sur les anciennes eclipses, tcndant a montrer que le nombre de Laplace ctait 
Irop petit ct devail elre porte a 12", sinon a i3". 

HI. Recherches thSoriques d' Adams et de Delaunay. — Ici se pre- 
sente un fait curicux. dans t'bistoire de la Science. Presque a la meme epoque 
oil Hansen ct Airy augmcntaient le nombre de Laplace, Adams prouvait qu'il 
dcvait etre diminue. 

Dans un Memoire (') lu a la Societe royalc de Londres le (i juin i853, 
Adams montrait en elTel que Plana ct Uamoiseau, quand ils avaient voulu 
determiner racceieralion seculaire avec plus de precision que Laplace, avaient 
commis une grave erreur en integrant les equations difrerentielles comnic si e' 
etait constant, et se bornant a remplacer e' par sa valeur en function du temps, 
une fois les integrations elTectuees; cela n'est permis que dans la premiere 
approximation. Adams integre en tenant comple de la variabilite de e', et il 
trouve pour le coefficient de 2ejrt„a/* ou. ce qui revient au meme. pour le 
eoefiicient de I'integralc / (<*„'— e''')n^di, la valeur 
3 ,_ 377^ ^ 



\.t pliiloiiijiliinuea, p. 397; anoee i85J- 
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tandis que Plana avail obtenu 

3 , 2187 , 
2 ia8 

soit un coefficient de m* trois fois trop faible. Le nouveau terme en m* dimi- 
nuait de i",66 environ I'acceleration de Laplace. Adams disait, en termi- 
nant son Memoire : « Ce resultat sert a donner une id6e de Timportance nume- 
rique des nouveaux termes qui doivent etre ajoutes a la valeur adoptee pour 
I'acceleration seculaire et ne difTerera probablement pas beaucoup de la cor- 
rection complete, bien que, pour obtenir une valeur suffisamment precise pour 
etre employee dans le calcul des anciennes eclipses, les approximations doivent 
etre poussees beaucoup plus loin. » 

Plana, qui se trouvait directement mis en cause, examina de nouveau la 
question. Dans un Memoire imprime en [856, il reconnut que sa theorie 6tait 
incxacte, et, en la corrigeant, il trouva d'abord pour le terme en m^ le meme 
coefficient qu'Adams; mais bienlot il rcvint sur son calcul et s'arreta ^ une 
valeur du terme en m^ qui ditferait a la fois de celle qu'il lui avait attribuee 
dans son grand Ouvrage et de celle qu'Adams avait trouvee de son c6t6. 

La question etait ainsi en suspens quand Delaunay vint a s'en occuper, en 
suivant une methode dilTerente de celles qui avaient ete employees avant lui. 
Poussant d'abord le calcul de i'acceleration seculaire jusqu'au terme en /n*, il 

3^*^ I 

retrouva (*) identiquemcnt pour ce terme la valeur ^f- m*. Adams publia 

aussitot (^) les valeurs qu'il avait obtenucs depuis quelque temps pour les 
termes en /^^^ m" et m^; en meme temps, il fit voir que I'ensemble de ses 
recherches reduisait I'acceleration a 5", 7. Bientot apres, Delaunay donna (•) 
I'expression complete a laquelle il etait arrive pour le coefficient de I'integrale 

el — e"^^n^dt, en poussant ^approximation jusqu'aux quantites du hui- 

tieme ordre, expression qui renfermait quarante-deux termes distincts et dans 
laquelle il avait retrouve cxactement tons les nouveaux termes d'Adams. Par 
suite de Tensemble de ces quarante-deux termes, la valeur de I'acceleration se 
trouvait portee a 6", 1 1 . 

Ces resultats furent vivenient combattus par de Pontecoulant, mais par des 
arguments depourvus de toutc valeur et auxquels it est inutile de s'arrater 
aujourd'hui. Plana finit par reconnaitre definitivement son erreur, et le coeffi- 
cient de m* fut encore confirme par Lubbock {Memoires de la Societe roycUe 
astronomique de Londres, t. XXX) et par M. Cayley {Monthly Notices^ t. XXII). 



/( 



(») Com/jtes rendu f, t. XLVIII, 17 Janvier 1859. 
(*) Ibid., 3 1 Janvier 1859. 
('; Ibid,, 'i5 avril 1859. 
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Pendanl plusieurs annees, Hansen affirma que se» calculs llieoriqiios lui 
(Jonnaient ia"ou i3". Cependant. a la (in, 11 roconnut qii'il avail commis une 
meprise analogue a celle de Plana ct declara que Ipb calfuls numeriques 
d'Adams elaient exacts [Lettre d M. Warren de la Hue (Compies rendus, 1. LXII, 
p. 704 et suiv.)]; ncanrnoins il soutinl. toujours que les Eclipses clironologi- 
ques, qui elaient bien representees avec une acceleration de 12" ou t3", ces- 
saienl de I'etre avec le nouveati chilTre de 6". 

Toulefois, la question est Iranchee sur un point important; la cause decou- 
vcrte par Laplace donne lieu , quand on fail les calculs complelemenl, a une 
acceleration de 6", 1 1. 

II peul paraitre surprenant que Laplace n'ait pas snnge i\ calculer le lerme 
en m*\ c'est peut-etre a cause de I 'accord presque coin plet que presenta Icresul- 
tat de son calcul avec ia valeur donnee par Lalande. 

Voici, a litre de document, pour donner une idee de la convergence de la 
serie. quelques-unsdestermescalcules par Delaunav(Comp/<°j rcndus, I. XLVIH, 
p. 8a5): 

Terme en 11 



- ^,34* 

- "1"" 



On voit que le premier terme est posilif; il est suivi d'une serie de termes 
negatifs qui convergent tenlement el dont Tensemble forme presque la moi- 
lie du premier; il y a une certaine analogie avec ce qui s'est passe pour !e 
perigee. 

Delaunay a effeclue ce calcui complet en suivant sa propre methode. { Voir 
les indications du calcul dans les Additions a la Connaissance des Temps pour 
1861.) Delaunay a aussi relrouve (') les lermes en m* d'une (a^on Irfes 
simple, en suivant la methode de Poisson (voir p. i/n de ce Volume); c'est ce 
calcul Ires simple que nous altons exposer mainlenant. 



112. DSmonstration de Delaunay. 
p. 1f^5, qui donne 



Nous partons de la formule (8). 
Oe ina' d^ 



(') Addiiioiit h la Connaisaitnee det Tempt pou 
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Si Ton y mettait pour R sa valeur, on trouverait comme precedemment dans 

^ le terme e'^. Pour avoir une precision plus grande, il faut proc6der a 

la seconde approximation. La premiere approximation a donne les divers ele- 
ments de la Lune sous la forme/? -h ^^p\ nous devrons mettre ces valeurs dans 
le second membre de Tequation (3) et proceder a une seconde approximation, 
et ainsi de suite. Chaque approximation nouvelle introduira de nouveaux 
termes en c'^, avec un facteur /i'^ de plus; Texposant de n' mesurera done en 
quelque sorte Fordre de Tapproximation. Reportons-nous k Texpression de R, 
page 189, et considerons ses divers arguments. On pent se demander quelles 
combinaisons de ces arguments deux a deux pourront amener une partie non 

periodique dans ^ a la seconde approximation. Soit Acosa un terme trouve 

a la premiere approximation dans -^ ; A et a seront des fonctions des elements p ; 

pour la seconde approximation, nous remplacerons/? par/> -¥ ^%p et nous deve- 
lopperons par la serie de Taylor, en nous bornant a la premiere puissance 
des $1/7. Le terme Acosa se trouvera ainsi angmente de 

dk ^ . . doL ^ 

cosa-^Oip — Asma-T-Oip; 
dp op 

m 

done, si B^p contient des termes de la forme B ^, on trouvera, en substi- 



cos 



sin 



tuant, des termes en (a =fc P) dont il faudra prendre seulement les parties 



cos 



non periodiques. Les arguments de R dependent de 

/, /' designant ici les longitudes moyennes, que Delaunay represente par 
l-h g-h h, /' -H g^ -h A', ou / -h GT, /' -H Gj' ; les termes qui dependront des quatre 
premieres quantites auront des periodes courtes, relativement aux periodes 
que nous considerons ici. Nous ne devrons done garder dans les termes en 

(a ± P) que ceux oil Targument est egal a o ou a un multiple de us'. Mais, 

cos 

dans a et p, la somme algebrique des coefficients de /, cr, 0, /', tar' est nulle, et 
il en sera de meme dans a db ^ qui, par suite, ne pourra pas se reduire a un 

multiple de tar'. Done, pour que le terme ** (a zt P) ne soit pas periodique, il 

faut qu'on ait a = dz P; par suite, chaque argument doit etre combine seule- 
ment avec lui-meme. 
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Quels lermes de R faudra-t-il prendre? Des termes en ^i^e'-h \i^c"-j- . . . , que 
I'on reduira a xe\ et des termes en ^Vh- Db'e'^-h c'c'* -f. . . , que Ton reduira 
a aC-h uii'c'^; carle Carre ducoefRcient contiendra, dans le premier cas, le terme 
X^e'^ et, dans le second, le terme 2cCdI)'^'^ Si Ton se reportc a Texpression 
de R, on verra des lors que Ton doit la reduire a 

(O) x[i4-ge'« 

(II) -|e'cos(2/-/'-cj') 

o 

(III) -+-~e'cos(2/-3/'4-cj') 

(iV) -_ ^ie-h^ce'»^cos(/-cj) 

3 

( V ) — -, ee' cos ( / -h /' — cj — cj' ) 

(VI) _^ee?'cos(/— /'— CJ4-CJ') 

4 

(VII) _^9^_:^ee'Acos(/-.2/'-^cj) 

(VIII) 4./'^e-.^ee'»)cos(3/-2/'-cj) 
(1\) H-5ee'cos(/-/'-+-GJ-.cj') 

o 

(\) - ^ee'cos(/-3/'-hcj-+-cj') 

(XI) __ ^ ee' cos(3/ - /' - cj — xs') 

o 

(XII) +iy.ee'cos(3/-3/'-ro + ro') 
(XUI) 4- Je'cos(/'-cj')|. 

On a donne des numeros aux diverses parties. Comma on doit combiner clia- 
cun des termes avec lui-meme, il en resulte qu'on pent les considerer separe- 
ment. 

Considerons d'abord la partie 



T. - III. 



(0) = /."a«('4-|c-), 



32 
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qui, portee dans la formule (3), donnera 



dt n \ 2 /• 



il faudra, dans le second niembre, remplacer n par /n-S,/i; or ce second 
niembrc ne contcnant pas e, on a 5, /i = o. II n'y aura done pas de changement, 
et la portion (0) ne nous donnera que ce que nous avions trouve dans la pre- 
miere approximation, savoir 




113. Nousallons trailer ensemble les parties (1), (II) et(III), que Ton peut 
comprendre dans la forme 

A et a ne dependent pas des elements de la Lune. Ce sont neanmoins des fonc- 
tions du temps, A a cause de e\ ol a cause de /' et gt'; le coefficient de / dans a^ 
n\ 2n' Oil 3n\ est petit par rapport au coefticient 2n de t dans 2/, et nous pour- 
rons negliger le premier par rapport au second, dans les integrations que nous 
allons effectuer. Nous aurons, par (3) et (4)» 

(o) -— zz:/i — 4 AC0S(2/-|- a). 

at n 

II faut calculer 

*5, /!=- A r^dl-6n'^ fxs\n(2 1 -hex) dl. 

Integrons par parlies, en prenant 2/1 pour coefficient dans 2/+ a, et nous 
aurons 

o, nr=i A cos ( vs / -h a ) H / cos (2I -h (x)—r dl; 

n 't J dt 



A est fonction de /, mais varie avec une extreme lenteur. On peut admettre 
d\ 
dl 



que -7T est constant, et il en resulte 



3 /< - 3 /* * ^V 

OiFi ^^ Acos(2/-!- a) H T- -7-sin(2/4- a). 

n 2/** dt 



Calculous 0,/; la formule (5) donne 



do J ^ 4/'* 



—J-- —din — - — Acos(2/-h a), 
dt ^ n ^ ' 
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(I'oii, en remplaQant o, n par sa valeur, 

---- =— - — Acos(2/-h ol) -\ r -J ■sin('U-+- 3c), 

a^ /I 2/1* at 

et, en operant comme precedemment et reduisant, 

(6) 3,/z:i— ^^ — -Asin(2/H- a) — ^ — - -7- cos(2/-h a). 

2/1* 2/r* ^// 



II faut aussi avoir o^n et, pour cela, remplacer, dans la formule 



— =6n'^\ sin (2/ -4- a), 



/par l-hc^l, ce qui donne 



— - — = i2/i'*Acos(2/-H a)o, /; 

rempla^ons 5, / par sa valeur (6) et ne gardons dans - * * que la partie non 
periodique; nous trouverons 

do^n i5/i'*,r/A 



dt 






/J» 


i\. 


di' 


Oj/i 


— 




1 5/*'* 

2/i' 


A- 


1 

• 



Revenons a la formule (5); augmentons-y n do o^^n ol I do S, /, et ne con 
servonsque les termes non periodiques; nous trouverons 

0,/i-h -—-A cos (2/ 4- a)o,/i -4- - A sin(2/-4- a) r>,/, 
/I* /I 



ce qui se reduit a 



2 /i' /*' rr 'A/r 



Pour tenir compte des termes (I), (II) et (HI), il suffit de donner, dans Tex- 
pression precedente, a A los valeurs 

3 i5 ,, 3 , 21 , 
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On trouve ainsi les parties 





24^55 w'* „ 



1 28 /t' 



n* 



_/4 

On pent remarquer des a present que les coefficients de -;;i^* sont conside- 
rables. 

Les termes (IV) a (XII) sont compris dans la forme 



(7) 



R r=/i'*rtf*e?A cos//, // ^ // -h cj 4- a, 



A et a etant des fonctions de i, independantes des elements de la Lunc. Les for- 
mules (3) et (7) donnent 



(8) 



dl 7//« , 

-r = n — e X cos u ; 

af 2 // 



on a aussi 



(9) 



-- — 3in'*e\ sin//, 
dl 



d'oii 



3, /I = 3 m'* e I Xsmudl; 



en integrant par parties et remarquant que le coefficient de t dans u diflfere 
peu de in, il vient 



3/i'- , 3/j'« ^A . 

Oi /I = eA cos// H — r-r- e -7-sin//, 

/t //I* //^ 



La formule (8) nous donnera 

do^ I 

~dr '' 



0, /f — - — e\ cos // ; 

2// 



en remplacant o< n par sa valour precedontc, on voit que S, / contiendra e en 

facteur dans toutesses parties. Les formulesconnues donnant j> ct ^ peuvent 
etre reduites a 

de _ I (?R e/cj I (?R 

9 



dl 



nn'^e 0x3 



dt na^e de 



el donnent 



de n- . , dxs // * . 

-7- = — A sin //, e* -7- = — A cos //, 

dt n dt n 
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d'oii 

OiC =:— -7—1 A COS U H- -TT— r -T- Sin //, 

/i'« , . «'« rfA 

eOiisz= -T-: x\ sinw -f- -77-— -j-cos//. 

Passons a S, w; la formule (9) donne 

— ^— = 3iV*Asini/3, e-h 3iV*AecosM{/o, /-f- Ojcj). 

On peut supprimer S, /, car, d'apres ce qu'on a dit plus haul, cS, / contiendrait 
e^ en facteur. et nous ne cherchons que des termes en e'^ et non en e^e'^; en 
remplagant en outre 6, e eiB^xs par leurs valeurs precedentes, on Irouve 

di^n ^ n'\d\ . 3 n" ,, 

a/ I n^ at 21 n^ 

La formule (8) nous donne enfin 

do* t 7 /i'* 7 /i'* 7 /i* 

— f- =i, /H- ^ — -3, /leA cos// — ^ — 0, eA cos// -1- - — Asin//e5, cj, 
de 2n^ 2/i 2/1 

d'oii, avec les valeurs pr6cedentes de S, /?, Oj/?, S< ^, e6,GT, negligeant ^* et ne 
conservant que les parties non periodiques, 



dt in^ \2 4 4/ ' '* 



II n'y a plus qu*a donner dans cette expression a i el A les valeurs suivantes, 
qui correspondent aux termes (IV) a (XII), 

I. A. I. At 



ii - \ '■•) 



8 



3 , 63 , 



(f-¥-) 



_3 !_25^., 

4 8 
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'ft' 



1 5 n'^ 



e 



'1 






i(> w» 




45 n'' 
i6 n*^ 



't 





45 
i6 


/I* 




4o5 

-^64 






735 

64 





II resto h tonir compte du lormc (XIII), qui donne 

|{ -. 7/i'*n*f'cos(/' — ro'), -7: = " e'cos(/'— cj'), -7- = o, 

4 a/ n ^ dl 



On a done 



0| /I = , 0, /I = O, — ^ — rr O. 



En reunissant toutes les parties 



, on trouve 



iio> 



</o, / _ 



* — — . d» * _i_ ^ /» * 

r// '.I // (>.| rr 

(id^l _ 3 /i' ,j / iaa5 /i''\ 



On a d'aillours 






done lo nouvoau termo diniinuo de plus de ^ le coefficient de Laplace. U arrive 
ici une chose analoj^ue a ce qu'a rencontre Ciairaut pour le mouvement du 
perigee. La serie qui donne Tacceleration seculaire a sa partie principale or- 
donuee suivant les puiss;uices de w: celte serie converge Ires lentement, el Ton 
oommet une erreur notable quand on s*arrete au premier terme» comme Tavait 

fail Laplace. Si nous reunissons les valeurs de ^-j- et '-^' nous trouverons 



Jol /I " .^ /I * M>~.> n \ .. 
, — /J n [ -\ I e -, 
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d'oii, en laisant 



tlSl_ 



3 



-SF-')- 



(la) 



Adams, dans son Memoirc deja cilc, a donnc encore le lerme suivant 



dt 



64 



Le lecleur pourra consuller avec fruit le tome XL des Monthly Notices, p. 4721 
oil Ailams etablit assez simplement la forraule (11); le Tome LXXIl des 
Comples rendus, p. 49*'. 0" Delaunay donne I'expression definitive ct trfes com- 
plete de I'aeceleration seculaire; la These de M. P. Puiseux {Annates de T tUcole 
Nonnale; 1879), oil la demonstration precedcntc de Delaunay, fondee sur la 
meliiode de Poisson, est etendue aux termes en m^ ou m*. 

M. V. Puiseux (Memoires pn-scntes par dii-ers sm^ants a /'Academic des Sciences, 
(.XXI; 187J) avail petise que la diminution seculaire de I'inclinaison 7' de 
I'ecliptique sur une ecliptique fixe pourrait produire aussi un efTet sensible 
sur Tacceleration du moyen mouvement; c'est ee qu'avaient deja dil Plana et 
Carlini (voir un Rapport de Laplace dans les Additions a la Connaissance des 
Temps pour i823). Le resultal des longs caleuls de M. V. Puiseux a cte negatif; 
il y a un grand nombre de termes dont quelques-uns pris isolement seraient 
tres sensibles; mais, quand on fait la somme, ils se detruisent presque exac- 
tement. 

L'acceleralion seculaire, qui est produite par la variation dc e' causee par 
Taction des planetes, ii'est done pas alFcctec d'unc fagon sensible par la varia- 
tion correspondante dc y'. Elle ne doit pas I'etre non plus par le deplacement 
progressif du nteud de I'orbite lerrestre, car la longitude de ce na'ud disparait 
de la fonclion perturbatricc quand on y fait y' '^ o, ce qu'il est pcrmis de sup- 
poser. Reste a examiner le deplacement du perilielic de i'orbite terrestre, que 
Lagrange avail signal^ comme pouvant produire aussi une equation seculaire 
de la Lune. Mats un coup d'ceil jete sur la fnnction perturbalrice montre qu'il 
n'en est rien ; la longitude m' du perilielie n'entrc en ell'et que dans les termes 
periodiques, et, si Ton suppose y'= f>, m' se trouvera partoul associe aux lon- 
gitudes de la Terre et de la Lune, qui ont une variation beaucoup plus rapide. 
Le seul olfct du deplacement du pcrilii-lic sera done dc modifier legj^t-enienl 



r 
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les periodes des inegalites de la Lune, et il ne peut en resulter d'equations se- 
culaires dans la longitude. 

On peut enfin se demander quelle serait, sur Tacceleration seculaire, Tin- 
fluence du terme en /* produite par la variabilite de e'. M. P. Puiseux, dans la 
These deja citee, a examine la question et il a montre que le terme en /' modi- 
fierait seulement de quatre ou cinq minutes les epoques des eclipses chronolo- 
giques; or ces eclipses sont aflfectees d'une erreur au moins aussi grande. 
La consideration du terme en t^ dans la longitude de la Lune est done inutile 
au moins a Tepoque actuelle. 

Enfin il y avait lieu de voir si, en tenant compte de la variabilite de e' dans 
Tintegration des equations diflferentielles, on trouveraitdes changements appre- 
ciates dans les termes en t^ trouves par Laplace dans les longitudes du peri- 
gee et du noeud de la Lune, comme cela etait arrive pour la longitude moyenne. 

Delaunay a examine la question (Comptes rendus, t. XLIX) et il a trouve pour 
le coefficient de t^, contenu dans la longitude du perigee lunaire, les diverses 
parties suivantes en m', /w', . . . : 

''i* - 7';994 

m' — 1 3 , 703 

m^ — 9»546 

m* — 6,177 

/w« — 2,489 

II aurait fallu aller encore plus loin pour avoir toute la precision desirable. 
Toutefois, d'apres Failure des trois derniers nombres, Delaunay suppose que 

lesuivantnedepasseraitpaso",5; ilprendfinalement — 4o">o ( — ] pour la di- 
minution seculaire du perigee. Damoiseau avait adopte — 39^,7 et Hansen a 
employe successivement les valeurs -- 39", 18, — 36", 3 1 et — 37", 25; le chan- 
gement apporte au nombre de Damoiseau est presque insensible. 
Pour le noeud, Delaunav obtient 

w» -4- 7^994 

w» — 0,548 

m^ — 0,462 

m* — 0,216 

m« -h 0,084 

II adopte pour le total + 6^,8 ( — j ; Damoiseau avait trouve -+- 6",56; Hansen 
-i-6",48 et -4-7", 07. 
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RECHERCHES DE M. HILL SUR LA VARLATION 



114. Les recherches dont ii s'agit ont ete publiees dans V American Journal 
of Mathematics y Tome I, 1878. L'auteur prefere les coordonnees rectangulaires 
aux coordonnees polaires; leurs developpemenls periodiques sont en effet plus 
simples, meme dans le mouvement elliptique, ainsi que cela resulte des for- 
mulcs du Tome I, Chap. XIIL 

Prenons pour plan des xy le plan de reeliplique suppose immobile; soient 
X, Y, Z; \\ Y', o les coordonnees de la Lune et du Soleil, p et p' les distances 
de ces deux astres a la Terre, [jl' la masse du Soleil, tji la somme des masses de 
la Terre et de la Lune (en y comprenant le facteur f). La fonction perturbatrice 
est 

•^ Lv'(V-X)'-f-(Y'-Y)'H-Z' P' J 

o_..>r 3(XX'+YY')' p' -| , .,, r 5(X\'+Y^')» , . XX-t-YY' l . 

'^ L — W" ^'J '^ L — w •"' — w~\ 

On en conclut, en romplaQant (a' par «'-«'. 



\P ' 9 Lp Vp p p p' / '?. p' J 

-7) ne contient pasa'; — , — , _ et - sont des cosinus qui sont de I'ordre 

P / 9 9 9 9 ' 

zero relativement a ^. H en resulte que les tcrmes de la seconde ligne, dans la 
formule precedente, contiendront -, en facteur; ce sont les termes parallac- 

T. - in. 33 



( 



2^8 CIIAPITRE XIV 

tiques. En les laissant de cdte, on trouve 






de sorte que les equations diflerentielles du mouvement de la Lune se re- 
duisent a 

dF "^ 7" ■" 7^ ^^^ ^ — "p'» ' 

r/*Y fxY , fx'Y_., ,.., XX'-t-YY' 

(i) ; ^' p p p 

^/■Z fxZ fz'Z _ 
p' T=: X« -h Y» -+- Z», p'» =^ X'» H- Y'». 

On doit pouvoir deduire de ces equations toutes les inegalites de la Lune 
qui proviennent de Taction du Soleil, sauf les inegalites parallactiques; ces 
equations sont relativement simples. 

115. xM. Hill considere les inegalites independantes de e'\ on peut faire alors 

(2) X'=rt'cos'y, Y'-a'^\ii^\ p' = a', ^' z^z n' I -{- e' , 

oil a\ n! et e' designenl des constantes; on a d'ailleurs 
Les equations (i) devicnncnt done 






di} "^ '■^" '' '*"^ = 3'''^^^os^'-^^'smv{;')cos^, 



(3) ' S"^^-'^ -r-/^'-Vz^3/^'^\(•0S'y^- Vsin4;')sin'|', 

^'Z aZ ,,,. 

On introduit deux axes mobiles T.r etTv situes dans le plan de Tecliptique, 
Taxe des x passant constamment par le Soleil, et Ton designe par x ^\y ies 
coordonnecs de la Lune rapportecs a ces axes. On aura 

(4) Xz=:j:cos'y — ysin^j^', Y =: j? sinv{;'-f- jcosvp'. 

Si Ton forme les derivees secondes ^ ? ^-^, en remplagant ^ par /i , on en 
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dediiit sans peine 

^ dl^ ^ dt^ di^ dl 

. .,d'\ .,d^\ d'y ,d.v 

^ dl* ^ dl^ dl* (it -^^ 

et les equations (3) donnent, en ecrivant pour la symetrie z au lieu de Z, 

d*x ,dr txx - „ 

d* V , d.v IX V 

(5) < "^^ '^^ (r^'-^z'-y 

d* z ,, ixz 

r* z=x*-\- y*. 

En multipliant ces equations respectivement par (tx^ dy, riz et ajoutant, on ob- 
tient une combinaison integrable (jui donne 

.,,. I d,v*-hdy'^-j-dz* fx 3 ' f, , 

2 m* i/,.2 _^ ^3 2 2 

c'cst I'integrale de Jacobi. 

Supposons enfin que Ton neglige i^, le carre de Tinelinaison moyenne ; :; con- 
tenant I en facteur, on pourra se borner a 



id*x ,dr IX 

dl* dt /•» 



{a) \ d*r ,dj- ix 

dl* dl r' ' 

.r* -h y* — /•', 

^ ^ 2 ^/* /• 2 

Les equations (a) et (/>) sonl propres a determiner eelles des inegalites de 
X, y, z qui ne s'annulent pas quand on suppose egales a zero les quanlites 
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On va s'occuper des equations (a). M. Hill les (ransforme en posant 

(d) x-hjv^ '=■"» '*~-yV -i-'-s; 

il trouve aisement 

(/-fi , - f/tt a -^ /*/ V 

1 ( us ) - 

{a') 

i ri*s , - (is u A 

( //.v ) - 

116. Pour aller plus loin, il est bon de rappeler la forme a laquelle con- 
duisent les theories de Delaunay et de Ponteroulant, pour les expressions des 
coordonnees x, j, z en fonction du temps / et de six eonstantes arbitraires. 

Soit 72/ + e la partie non periodique de la lon^ntude de la F^une dans Texpres- 
sion qui englobe les perturbations, n et £ sont des quantites bien definics par 
cela meme (quand Torigine du (emps est iixee), n est le moyen mouvemenl 
veritable; on en deduit la constante absolue a par la formule 



IX.- n-a'', 



" (,^) 



n' designant le moyen mouvemenl du Soleil, on tail 



n 

HI - 

n 



II y a (|uatre arguments dr la forme a -h 3/, savoir 



(7) 



/ 



T - /// * £ — (//'/ r- 1' ) — lonjril. inoy. C longil. moy. ©, 

Q - aiiuinalie inov. ^ -i: n/ -- z t^,„. 

'y' -- anomalic moy. ©, 

r, - distance mov. (T a son ncrud — - /// -:- 1 - Q 



m » 



^//i <*t Q,„ sont les valeurs des longitudes du perigee et <lu nocud, quand on en 
a enleve toutes les inegaliles periodiqu(»s; res quantites sont done de la forme 
a -f- [5/ (il y aaussi des termes en y^^» represenlant les aeeelerations seculaires). 
Les arguments T, 9, 9', r^ sont representes cliez Delaunay par les lettres D, /, /' 
et F. On pose 



I:j di, 



ttrj 



dl dl 
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iVoi\ 

dt ^ ^ ^' (it ^ ^^' 

ce sont la les mouvements nioyens du perigee ot du lUKud. Cela pose, on a, 
comme on Ta vu dans ['exposition de la tlieorie de Delaunay, en representant 
par L et A la longitude et la latitude de la Lnne. 

(8) \ j= '^[i,j\j\k]cos{2h±j^±fo'-Jz2k-n), 

A - y^ \^^J^J'y ^I sin ( :3 IT zhy 9 -+::y' 9':^: 9, A -+-710), 

oil les quantites {i,j\j\ X'), \i,j\j\ ^l, ! f\j\j'^ ^'\ sont de la forme 



^9) 



eJe'J'f*^¥(m,e\y\e'\ ^ A ; 



'»y»y » ^' J<^*signant quatre noinbrcs entiers positifs ou nuls; les signes^] s'eten- 

dent a toutes les valeurs possibles des quatre indices; les fonctions F sont des 

series ordonnees par rapport aux puissances de w, e^, y'» ^^ et -7; e et y sont 

des constantes absolues dont le sens est precise par les deux conditions sui- 
vantes : 

Le coefficient de sin<p dans L doit etre le menie que dans le mouvement 
eUiptique, savoir 

2e - 7 e^ -! -r. ^^ — . • . : 

il ne contient ainsi que e; c'est du nioins ainsi qu'a procede Delaunay; le coef- 
ficient de Pontecoulant contient m, e et y; il en resulte que, dans les deux cas, 
e n'a pas la ineme valeur. 

En second lieu, y est detini par la condition que le coefficient de sinr^ dans A 
soit le memc que dans les formules du mouvement elliptique, savoir 



2 y — aye 



I * 7 t I T • 5 

' — 7 7*-+- T- 7^ -4- 7 T^ TT V<^ -'-... 



oil 7 =r. sin - ; la encore, Pontecoulant a une autre definition de y. Enfin on a 



2 »>./.*."'"''"'■ •/"(!>) 



\ 1/ 
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oil les roefiirionts A ot B sont des series ordonnees suivant les puissances 
de m. 

Si Ton examine la forme des developpements que Ton peul tirer des for- 

mnlesCS) pour^ A, ' (L — /?/ - e), -i on trouvera facilement 

^ ■ cos COS a 

^^ cos A cos ( F. — 71/ - £) - ^[i,jJ\k]xCO%{ii':±j<^±if^'±ik'n)^ 
(lo) ' - cos A sill (L - nl -t) - V (/,y,y', ^), sin (2 it ±179 ±:y' 9' db 2 An), 

- sin A -y^\^fJJ'y ^\\ sin(aiT±:y9ir/'9'd:2X ^iti), 

oil les coelficienls | J, ( ) f^l 1 ! sont encore de la forme (9J. Enfm, si Ton mul- 
tiplie les deux premieres equations {\o) d'abord par cost et — sinT, puis par 
sinT et COST, on trouve, en tenant comptc de ia valeur (7) de t. 



/ .r /• 



cos A cos(F. '/'/ -£')-" V [i\jy/'f A^]2Cos(2/ -+- IT ±79 ±:j'o' =t aAtj), 
(11) ^ ' cos \ sill (L - /*V c'; 2(/,y,y', /.)j sin(u'-hiT±y9iry'9'±:2X-Y3), 

- -sin A - y^ !',y,y', / (5 sin (2 IT ±:y9 ihy'9' zh aX-f- 1 tj). 



■ ft ft 



oil Ton a pose 

'<('»y»y'» ^)i ■- v^yj^fy /']i — !>' * ^y»y'» /»ii+ w^j^ /'^ ^)i-+-('-M,y,y', ^Oi. 

117. Solution p6riodique des Equations (rt). — Si I'on suppose e = o, 
r ^ (), Y .-.: o dans les expressions (11) de r et v, les coefficients des cosinus 
et sinus s'annulcnt siy, / ou X- ne sont pas nuls; il reste done simplcment des 
expressions de la forme 

i .r -I AoCosv(^ — to) -h A, cos3v(/ /« ) +- A,cos5v(/ — t^) -\- 

^ y =Lz Bu sinv(/ — l^) -t- H, sin3v(/ — io) -r Bj sin5v(/ -- /q) h-- • •> 

oil Ton a fait 



t 



n — n 



les coenicients A, et B, sont egaux aux produits de a par des series ordonnees 
suivant les puissances de m. 

Puisqu'on a obtenu les expressions (12) en attribuant dans les formules ge- 
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nerales des valeurs particulieres aux constantes arbitraires, ces expressions 
devront verifier les equations diflerentielies (a). La courbe representee par les 
equations (12) est une courbe fermee, puisquc a? et j reprennent les memes 

valeurs quand / augmente de — ; elle est symetrique par rapport aux axes, 

comme on le voit en changeant v(/ — /„) en — v(/ — /„) et en n — v(/ — t^). 
Cela constilue une solution periodique des equations diflerentielies; nous en 
avons monlre Texistence en admettant par induction la forme generale des 
expressions (8) des coordonnees do la Lune. On en trouvera une demonstration 
rigoureuse dans TOuvrage de M. Poincare, les Methodes nouvelles de la Mecanique 
celeste, t. I, p. 97. Nous remarquerons que la courbe dont on vient de parler 
a ete consideree pour la premiere fois par Newton (p. 38 de ce Volume), qui 
la suppose co'incider avec une ellipse ayant pour axes Tx et Ty, ce qui revient 
evidemment a ne prendre dans les formules (12) que les premiers tcrmes dans 
X et y. Euler, dans sa premiere theorie de la Lune, a calcule avec assez de 

sin 

developpcment la variation ou plutot les termes en 2t dans les coordon- 
nees polaires de la Lune. C'est le meme probleme que M. Hill a repris et qu'il 
a traite avec grand succes, en tant qu'il s'agit seulement des parties de la va- 
riation qui sont independantes de e, e\ y et de -7- 

Avant d'aller plus loin, nous dirons que la solution periodique dont nous 
venons de parler existe encore quand on tient compte des termes en — > -^» • • •; 

seulement les expressions de x ely, au lieu de ne contenir que les multiples 
impairs de v(/ — /©) ^^ous les signes sinus et cosinus, renferment aussi les mul- 
tiples pairs. 

M. Hill determine les coefficients A/ et B/ de maniere a verifier les equa- 
tions (a). II pose 

A| =: a,- -f- a_i_,, Bi=:ai — a-i-xy v{t — to)—r, 

moyennant quoi les formules (12) deviennent 

-»-ce -*-• 

(i3) j7 zz:^' «/C0s(2/ -f- i)t, y — ^ ai sin (3 1-1- 1) t. 



00 — * 



Soil fait 

(•4) E^v/^'-?, 

(I'oii 






= ;v'-'. 
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et il viendra, d'apres la definition (rf) de u et 5, 

(10) u-^a,K*'*\ 5=2«''^~""'=2''-'-'^"^'' 



— ae 



Posons encore 

(16) m = -,==—, a = (/I — /i')'x; 

ies equations (a) et (c) deviendronl 

d* u I du X 3 , , 

^+.ms/-.^+ --5«--m'(« + .) = o, 

d^s , ds X 3 . , 

-T-r — 2/nv— I ~7- H i * /n'(i/-h5)=o; 

{usy 

(C ) - ___ H_ «,„«(,, _+.5^t_ C,. 

II s'agit de verifier ces equations en adoptant pour « et 5 Ies valeurs (i5) et, 
par suite, de determiner Ies coefficients «/; il est naturel de chercherdes combi- 

naisons des equations (a") et (c") eliminant Ies lermes ^ el -= qui seraienl 

genants dans Tapplication de la methode des coefficients indetermines. On ob- 
ticnt immediatement 

_ -. d'^u d^s du ds , / du ds\ q ,, x. r^ 

Ces deux equations ne sont pas equivalentes aux equations {a") puisque la 
constante x a disparu. Quand on aura traite Ies equations (17) et (18), il fau- 
dra substituer dans Tune des equations {a") et (c") ou dans une de leurs com- 
binaisons. 

118. Substituons maintenant Ies expressions (i5) de wet s dans Ies for- 
mules (17) et (18). Nous aurons d'abord 
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Nous aurons maintenant a former les expressions de 

- .da ds dins) d* u du ds d^s 

"' '"• '- -'1=' "^' -liT' '1=^' Thdi' "5r'' 

nous aurons par exemple 

Nous representerons par ij i'exposant general de J^, ce qui determinera «' en 
fonction de i ety; en operant ainsi, ii viendra 

us --^^aiGi.j ;*>, 



du 



S-£ — V^^ 22 (2'-^ 0«i«i-y?^'^ 



ds 



//^ -^y/- I 22(^-^""^'""')^'^'->^*''' 



"dT 



d^u 



- V'- ' 22 ^-^ ^' '''"^ ^*''' 



^^ :--22(^''^'^(^-^~^'"'')''''''-^^*^' 

oil ies indices i ety prennent toutes ies valeurs entieres, de — oo a 4- oo. 
En portant ces expressions dans Ics relations (17) et (18), on trouve 

22 ^*^ 1 [( 2 ' ■+■ 0* -+- AJ'n — ( 2 f -r I — 27 )*J ai ai^j — - m* ai{aj^i^^ — a^j^t^^ ) — o 
I 

22 ^'^j (2«'-^-I)'-^-(2l-hI — 2y)*-+-(2lH^-l)(2y — 2e — I) 



(■9) ' 



■i-im{ii + \)+ iin^ii + I — ay) + -m' I atOt-j 



-+- 2 „!« a, («y-/-l -+- «-y.-i-| ) ( :^ C,. 

T, - IIJ. 34 



26G CHAPITRE XIV. 

On tire de la premiere de ces formules, quel que soil I'indice /, positif ou nc- 
gatif. 



i 



el de la seconde, pour toutes les valeurs cntieres de /, positives ou negatives, 
zero excepte, 

[■u)< i 



Du reste, poury = o, la condition (20) est veritiee identiquement; nous pour- 
rons done, dans (20) et (21), nous abstenir de fairey = o. 

Si nous ajoutons les deux equations (20) et (21), apres les avoir multi- 
pliees d'abord par — 3 et -f- 2, puis par -^ 3 et -f- 2, nous eliminerons des 

seconds V les termes a_y-/-, et ay_/_,, et il viendra 

V [8/-— 8/ (4y — -+- '^^y* — i6y -h -^ -^ 4'/*(4' — V -^ o -+-9//i*]ai^//_y 

-+-9 '^''2^'^-'-'"* ^^' 

i 
^[8i'*4-8i(2y-f-i) — V-t- Sj-^i-h\m(\i^ y-^,i) _^_g;,e«Ja,^//_y 



Ces deux relations ne sont pas distinctes, comnie on s'en assure aisement en 
changeant convenablenient les indices. Nous les remplacerons par une combi- 
naison unique obtenue en les ajoutant apres les avoir multipliees respective- 
ment par les facteurs 

-4- 4y*— 8y — 2 — 4//4( /^-.2)_9m« 

el 

4- 20J* — t6j -h •>. — ^ m ( bj — •>. ) -4- 9//<S 

qui sont, au signe pres, ce que deviennent les coeflicients de rt/rt, .j pour 1 = o. 
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Nous trouverons, apres reduction. 



(^2) 



-+-9'w*2f '^*~" ^^ — ^ -4'yi( y-H^) — 9/?i*l^/ay_/_, 

i 



Pour /=y, la premiere partie de cette formule se reduit a 

i8y'['M4y*-i)-4//'4-m«j. 

Nous diviserons par cette quantite les deux membres de Tequation precedente, 
et nous ferons 



[y, '] 



(^3) [j] =. 



£ 4^'(y— o-^-4y'-i-4y— ^ --4^(<'— y-i-i)-Hm« 

y 2(/iy»— I) — /|m-+- w* 

3m* 4y*— 8y— 2 — 4m(y-h2) — Q/n* 



. 3m' sioy*— i6y-+- 2 — 4m(5y — 2)-f-9m- 



Nous trouverons ainsi 



(^4) 2 ! f-^' '1 ^' '''--^ "^ f-^^ ^' ^-^-'-» "^ ^-^^ ^' «-y-i-i } = o; 



on doit attribuer ay successivement les vaieurs 

(25) ±1, ±0., ±3, .... 

Remarque. — Les quantites [y ] et (y ) ne dependent que de Tindicey et sont 
de petites quantites du second ordre, a cause du facteur m^. Les quantites 
[y, i\ dependent des deux indices « ety; elles sont finies, et Ton a 

I [y, o] — o, 

(26) i r -l ^"®* ^"^ SOMj. 

C'est pour avoir cette derniere relation simple que Ton a employe plus haut le 
diviseur 

2 (4y* — I ) — ^ni -\- m^. 
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Les equations qu'on tirera de (,24), en donnant a j Ics valeurs (25) vont 

nous servir a determiner ies rapports — > — > — , — 

Donnons a «, dans la formuic (24), les valeurs o, ±1, ±2, ... et ayons 
egard a la premiere des relations (26) ; nous trouverons 

[j\ i] ^1 «i-y -+- [jy — »] ^-1 «-!-/ -H [y, 2] a,^,^y -f- [y, — 2] ^_, rt_,_y -4- . . . 
-^-[y](^o^y-i +«i^y-i -f-rtr_irty +^,^y_, -+-a-, ay^, -h...) 
-^- (y ) («o «- y-i -^- «i «-y-2 -H « -1 ^-y -+- «t «-y-3 -H «-s <7_y^, -+-...) = o, 

d'ou, en attribuant \\ j les valeurs (25) et ayant egard a la seconde des rela- 
tions (26), 

( 27 ) I 

I -+- [i, — i]^-i a-iH- [1,2]^, rt,4- [i, — 2]ar_,rt_3-h [r,3]flr,^,4- 

flo^-i — [— '] («-i -+- 2 <7o ^_, 4- la^a^i-^ . . .) 4- (— (aj-+-2rt, a_|-h 2a, a_j-t-. . .) 

(28) j 

-f- [— I, i]a, <7,-l- [— I, 2]rtrjrtr,-+- [— I, — 2]a_,a_j-|- [— i, —3] «_,«_,-+- 

^0^5 = [2] (2ao«i-+- 2a_i ^j-+- 2a_,e7, -h . . .) -f- (:?) (2a_, a_j-f- 2^0^-5 4-. . .) 
I -+-[2, i]^, rtr_,-f- [2, — i]<7_, ^-3-+- [2,-2] rt_,flr_4-h [2, 3] a, «,-+-... , 

iaoe7_,— [—2] (2a_i rt_,4-2ao«-a+ ^aj rt.^-h...)-!- (— 2) (2rtro ^i -h 2a_, a,-H 2a_,a,4-...) 
-4- [— 2, iJ^jflTa-f- [— 2, -— i]rt_, e7, -h [— 2, 2]rt,ar4-|- [—2, — 3]a_,a_,-+- 

Ces formules donnent comme premiere approximation, en supposant connu 
par les diverses theories de la Lune que r/^, diminue rapidement quand i aug- 
mentc, 

d'oii 

(30 ^ = ['1. ^f^-(-'^' 

done — et -^ sont de petites quantites du second ordre. 



On a de meme, en partant des relations (29) el (3o), 

a^ai =7 [2] aoflr,-h [2,1] <7., a. ,, 

d'oii, en vertu des formules (3i), 

(32) . ' 

^'^[,]ja(-904-|-2,-. ](-!)!; 
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— et -^ sont ainsi du quatrieme ordre, puisque les quantites [i], [2], ( — i), 

( — 2) sont chacune du second ordre; en general, — est de I'ordre 21. 

Des lors, si I'on se reporte aux formules (27) et (28), (29) et (3o), on verra 
que, dans les relations (3i), on a neglige le sixieme ordre, et seulement le liui- 
tieme dans les relations (32). Les formules (23) donnent d'ailleurs 



[.] = + 



[2] = + 



[2,.]=.- - 



3/w« 


6 -h 12m -+- 9//1* 


16 


6 — ^m ^ m* 


3/n« 


2 H- i6m -h 9m* 


64 


3o — {\m -h m^ 


1 


26 -f- m^ 



2 So — ^m -^ m* 



(-1) =- 



(-3) =- 



[-«,-.] = 



3 m' 38 -h 28 m 4- 9 m' 
3 m' 



64 

I 
2 



6 


4/w H- m* 


Il4 -H 


48/w -+- 9 m* 


3o- 


- ^m -^ m* 


j8- 


- 8 m -+- ni^ 



3o 



4/w 



/W' 



11 en resulte, d'apres les relations (3i) et (32), 



a, 
do 



3m* 6H-i2m-f-9m- 
i6 6 — 4^^ -h m* 

3 m* 38 H- 28 m -h 9m' 



■+- £fi? 



16 



6 — Lim -f- m' 



27 m* 



4 m 



3m« 



256 (6 — ^m-hm^)(3o — f\m-hm 



- (238 4-4om4-9m'— 32 rr-^ 



29 — 35 m 



4m-hm 



-.) 



En portant ces valeurs de a,, a_,, ^2, a_2 dans (27), on pourra calculer 

les termes du sixieme ordre dans — ; on calculera de meme les termes du 

dixieme ordre en ayant egard aux valeurs provisoires de a, et a_,. 

Donnons quelques exemples pour montrer avec quelle rapidite convergent 
ces diverses approximations. M. Hill prend 



/i =11 17 325 094% 060 85, 
/^'— I 295 977% 4 15 16, 



d'oii 



n' 



m 



n — n 



0,080 848 933 808 3 1 2, 



et il trouve 



a. 



a. 



Termes de I'ordre 2, 

» 6, 

10 



0,001 5i5 849 171 59} 
0,000 000 141 ^98 83 1 
0,000 000 000 006 Hoi 



0,008 695 808 499 634 
0,000 000 061 55i gS'i 
0,000 000 000 01 3 838 
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M. Hill n'a neglige tinalement que le quatorzieme ordre, et ses resultats 
numeriques ue sont pas en erreur de plus de deux unites de la quinzieme deci- 
male. 

Les formules (4) et (i3) donnent d'ailleurs 



(33) 



/• cos ( L — nl — g ) =r \ ^, cos 2 /t , 

i 

r sin {\^ — nt — t) -rzi^^ai sin 2 it; 



M. Hill ohtient ainsi 



— COS(L — nt — £)=ii - 0,00718 00394 81977 cos 2T 



n 







(34) < 

\ / 



0,00000 60424 47064 COS 4t 
0,00000 oo324 92024 COS 6t 
0,00000 0000 1 .87552 cos 8t 

0,00000 00000 01 171 COSIOT 
-\- , 00000 00000 00008 COS I 2 T, 



Oo 



— sin (L — /// — t)—.\-\- 0,01021 14544 4»^o2 sin 27 

0,00000 57148 66093 sin 4"^ 
0,00000 00275 71239 sin 6t 
\- 0,00000 00001 62985 sin 8t 
0,00000 00000 01042 sin lOT 
0,00000 00000 00007 sin 1 2 T. 



Pour ce qui concerne Texpression analytique generale de ~> on remarquera 
que les formules (23) ne contenant que le diviseur i(J\p— 1) — /Jm-hm*, 
on n'aura dans — ' que les diviseurs 



4 m -h /«', 3o — f\m -{- m', 70 — \m '\- ni^, 



ct — pourra etre mis sous la forme 

an " 



a, Mt M, M 

- — Mo-T- 7;; ; [ i -r- 



a,'~ " (]—\rn-^ni^ (6 — '♦/w -j- m*)* (6 — 4/w 4- m*)* 



3o — 4'w-+- //i' (3o — 4^^ H- ''^*)* (3o- 'i/w 4- /n*)* 



ainsi que cela resulte de la decomposition des fractions rationnelles en fractions 
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simples dans le cas des racines imaginaires ; M/, N/, . . . designent des polynomes 
en tiers en m. 

Chez Delaunay et de Pontecouiant, rn a une autre signification; en i'indi- 
quant par la lettre w, , on a 



/* ni 



m^ — — ■- 



n I -f- m 



Les series ordonnees suivant les puissances de m convergent beaucoup plus 
rapideinent que celles relatives a m, ; M. Hill a remarque que, si Ton introdui- 
sait une quantite m^ definie par la formule 



1 + ^///, 



on aurait une convergence encore plus grande relativemenl a m^; mais cet 
avantage ne subsisterait pas pour les coefficients des autres inegalites perio- 
diques. 

119. II nous reste a determiner a^ en fonction de n et de (jl. 
11 faut substituer les expressions (i5) de // et s dans la premiere des equa- 
tions («")' ^^ 9"* donne, en remplacant -p et -j-^ respectivement par 

{usy i ^ 

On aura, en comparant les termes en s dans les deux membres el representant 
par J le coefficient de X, dans le developpement de 



alu 



Or on a 



{iisY 



-~ J =: I -h 2 //I -H - m' H — m' — 
aj 2 2 flo 



A — f^— 7-^ --_ -^ (' -+- '^O*- 



II en resulte 



(3.) ^« = (;r'j L — H — J 
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en posant 

(36) H — I 4- im -i- -m* ( I 4- -— ]• 

Or on a, d'apres (i:5), 

.V i_ a_, C H- a«j C^ 4- . . . 4 «o C~* -H «i C~' -{-.•• . 

On en deduit imnfiediatement que J est le terme independant de ^, dans le de- 
veloppemenl, suivant les puissances positives et negatives de J^, de {'expression 

L ^0 «0 «^0 ^0 J L ^'o ^'o ^0 "o J 

Si done on pose 



«0 «0 J 



I -j- — - ^* -+- '- ^ * -t- . . . I — ?.V»Q 4- ftVwj .J 4- tvi— 1 % " 4- . . . » 



L ^0 «0 J 



• * 



les coetticients X/ et ni/ seronl tres faciles a calculer par la formule du binome, 
en raison de la petitesse des rapports -^S et I'on aura 

i 

Les formules (35), (3G) et (37) resolvent la question; d'ailleurs ( ^) n'est 
autre chose que a. On trouve ainsi 

( 38 ) a„ :- o , 99909 3 1 4 1 9 75298 a. 

En remplaQant «o par cettc valeur dans les formules (34), on en conclut les 
developpements periodiques de 

/■ /• 

- cos (L — /i/ — c) et de -sin(L — /*/ — £). 

M. Hill en conclut aussi le developpement periodiquc de 

(39) - = £— -j-l^(^-)(,-l-m)S 

qui nous servira dans le Chapitre suivant. U eniploie, pour y arrivcr, les for- 
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mules connues d'interpolation des series periodiques; donnanl a t les valeurs 
o**, iS**, So**, ..., il calcule pour chacune d'elles les valeurs numeriques de 



r ,, \ . r 



-cos(L — w/ — e) et -sin(L — /i/ — e), d'apres les formules obtennes ci- 

dessus. 11 en deduit les valeurs numeriques de - et de — par la formule (Sg); 
il obtient finalement 

1 ~ -- 



r 



(4o) 



I , i7i3o 8o2i I 792'.>,.5 

0,02523 36924 97860 cos 2T 

0,00025 I 5533 5ooi2 cos 4' 
0,00000 24 1 18 79799 cos 6t 
0,00000 00226 o585i cos 8t 

0,00000 00002 08750 COSIOT 
0,00000 00000 01908 C0SI2T 
\ -4- 0,00000 00000 00017 COS 147. 

On pent aussi determiner analytiquement les coefficients precedents du deve 
loppementde -^^ suivant les cosinus des multiples pairs de t; mais nous ren- 
verrons, pour ce qui concerne cet objet, au Memoire de I'auteur. 



T. - 111. 






1^/. 
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CHAPITRE XV. 

RECHERCHES DE M. HILL SUR LES INEGALIT^S QUI CONTIENNENT 

EN FACTEUR LA PREMIERE PUISSANCE DE e. 



120. Ces recherches ont etc publiees separenienl en 1877, et reproduitesplus 
tard dans les Acta malhemaiica , tome VIII. Nous partons des equations (a") 
et (c) du Chapitre precedent, que nous ecrirons coniine il suit : 



(A) 



d} u I du (9£2 , , , 

—rz ^- 2 /n V — - I -; 2 -r- =1 o, T =/*/-!-£ — n' t — £ , 

ar* dz as 

d^s I ds d^ .^ X 3/w*, 

ax* ^ dz du Jus 8 



(B) -J- -J 212=::— 2C. 

dz dz 

Soient u^ et s^ les solutions periodiques de ces equations, obtenues dans le 
Chapitre precedent, qui ne dependent que de z et des moyens mouvements n 
et /^^ 

On aura done identiquement 

/ dUio I du,, di\ 

-r-^ — 2mv^— I -r^ — 2 -J — 1=0; ' 



X 3 m' 



(Bo) ^^-2£2o = -2C. 

Nous supposerons y = o, e'=: o; nous pourrons evidemment representer les 
integrales generales des equations (A) comme il suit : 

u — Uq ~h eF(T, m, e, x), 
s — 5o H- ^©(t, m, e, x). 
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M. Hill rmploic la fornii* 

i It :- It,, — r V - I — - i', 



s = .v„ - - r 



oil r ot iv sont des foncfions incomings <h» t. II on conclul 

Oil ()<!, d'H, -(is, fPa, r/ii, ^ ^ 

-— = - -° — ^' ^M'i/ - I — ; riry - I -7- -r- (£j), 

oit f)it^ Ou;, * th fJi/o ffSo fir 

Oil (£2) (lesigne, d'une maniore j^enerale, des tonnes coiilenant c^ en facteur. 

Subslituons les valeurs (i) et (2) de //, s, Q, --p, -^ dans les equations (A) 

et (B) qui doivent avoir lieu quel que soit e; les ternies independanls de c se 
delruisent en vertu des formules (Ao) et (H„); en eg^alanf a zero les termes 
multiplies parr, il vient 



(A') 



d-: I dz dUf^ iP 12,, c/.Vrt 0^ Ho 

d-:^ dT dr drift ^^'o ^" ^-^J * 



dz , d-: diift <^^'^» dsQ d^H^ 

d '^ d '^^ 

^/t ^t dz dz dz Oil ft dz rAv,, 



Or on tire de (Ao) 



d^Uf^ I du^ d^ 

dz^ dz OSq 

^t' ' dz otit. 



d'oii 



^5o 

^ ~---^^''' 



^t' Xdu^dSf^ dz dsl d' 1^ 

, — dH, /(?'£>„ duf, ^ d^a, dso\ 

* dz* '\diil dz dUnOSfi dz J 



Ces relations fournissent les valeurs de —t:^^ -jzi' ~7nr' ~;nj ^" fonction de 



dz' dz* dz' dr 
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/ 



*-^, de -.^" et de quanliles connues. Si on les porte dans (A') et (B'), on 
trouve, tons calculs fails, 

(A') <' ^ ^ 

^^^ dr 'd7-d^^'^""'^\d^'d^-^lhd^, -'''^"-'l?f ^J-^- 

On voit ainsi apparaitre les combinaisons ^ — wp' et i' -f- m^. 
121. On est conduit a poser 

du^ dsQ „ 



C^T dAo dT ^U^^ 

On trouve, en remplacantr et w respect! vement par 

^ el • — J 

dans les formules (B") et (A" ) : 

(4) »^ -f--^crAv'-~ = o, 

L'eliinination de -j-j entre les deux dernieres equations donne 

„^'<T ./ — dp d^, d7 fd'^,dsl d'^odul\ 

oil Ton a employe la relation 



dr dso dz du^ d-: 

L'equation (Bo) donne d'ailleurs 

dii^ dV\ 
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En eliminanl ^ entre {\) et (.)), ii vient, en ayant egard a (G ), 

On tombe ainsi, pour determiner a, sur une equation lineaire du second 
ordre, sans second membre, dont les coefficients sont des fonctions periodi- 
ques de t« ainsi que cela resulte des formules qui donnent Uq et ^o ^n tbnction 

de T. 

122. Pour faire disparaitre le second terme de Tequation (C), M. Hili pose 



d'oii 



W 

(7= -=) 

V/H 



az ar 2 at 



^_ -irf^ -frfWrfH 3 -I rfH'_^ -I rf»n 
En portant ces valeurs dans I'equation (C), on trouvc 

(D) IL^+ew^o, 

oil I'on a fait 

L'equation (4) donne d'ailleurs 
(F) $=-iV^WA. 

Enfin, en r^unissant les formules principaies, nous aurons 

dua r — - ds 



fiT az 

P -hfJ p — (7 W 

V = 9 iV = ^ > (J =Z --= , 

2 2 ^ 



(G) 



^i'o -^0 



8 
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Le probleme depend done enlierement de la eonsideration des equations (D), 
(E),(F)et(G). 

123. Transformation de la quantity 0. — On a, par la formule (Bo), et 
en vertu de la definition de H, 

^ ' ^ d-z du^ d-z dvo d-z ~ *x (h^ 

l^\ \_(^ _d2^du\ ^0 ds\ d^Oo 0^0 d^tio d^ d^ 

^^ 2 ^T» " dul dr* dsl dz^ fi«o ^S Otto dz^ "^ Os^ dz^ ' 

on a, en vertu des equations (Ao), 
La definition (3) de A donne d'ailleurs 

(lo) --7— -z -X -J- = (mH -h A) V — I . 

osq dz aUf^ dr ^ 

En elevant au carre les equations (7) et (10), et les retranchant, 11 vient 
la relation (9) donne ensuite 

dQod^Uo ^ 0^0 d^Sf^ I dU* ',11 a x« / « ax 

5^ rf^r + ^rf^r = 4H^ + „("»" + ^)'-'^ '«('"« + A), 
d'oii, en vertu de la formule (8), 

Portons enfin dans I'expression (E) de 0, et nous obtiendrons 

aA" I rf'H , d'fi, I rfH« , 

H« "^ aH rft' •'diiTSi; 4H5 dr* '^^'" * 

En rempla^ant ^ — j- par^( -^ 4- 3m^\ il vient 

^ aA' I rf»H I rfH* /x A 

("^ ^^w^^-d^-Wd^'y^i-^"*)- 
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On a ensuitts par la detinition (3) de A, 






d'oii, en remplagant -^ ct -^ par Icurs valours (Bo), 

moyennant quoi Texpression (ii) pourra s'ecrire, si Ton reinplace en meme 
temps H par -^ ^ : 





"=-(^'"''^0-MH^""^r"^" 



T* \ I ^T» V d'z d-: ) 



d^Ua d^St, \ * d^ (dut, dst 

d\ 

dso I 2 duo dso 
Ih / 'dT d^ 




On a identiquement 



d* I du^ ds^\ /d*u^ d^SfX / d^u^ d* Sq 



rf* /du^ dsA 
d7^\dT d z) 

dup dsp 

dz dz 



cc qui permet d'ecrire tinalenienl 







1 \ \ dz dz / 

(H) ( *- ^ 

' d^ ti^ d^ \ * / d*Uo d^So 

if TL J 1^1 ^7' dz^ 

ds^ j 2 dz\ duQ dso 

d^ / \'d7 d^ 

124. On a vu, dans ie Chapitre precedent, comment on effectuc Ic devcloppe- 
ment de -^ suivant les cosinus des multiples pairs de t. Pour les autres parties 
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de 0, il suffira de developper -^ — et -^ — ; posons done 

dT dT 



dUij 



V — i duo 
dr 



d^s 







> dz* 






En portant dans ces formules les valeurs 



du 



r-ii-i 



= v/=T2(2i-M)a/C^'^s ^ =-v^I2(^'-+-o«/i:-*'-^ 



'd 



^:..-2(^'-^0'«/r'-S ^--2("^*-^')*^''^ 



i^.r-i/-i 



il vient 



(i3) 



^ d* tio 






d- i 



(•4) 



.^^ — _ y l].r-"=: — . 



Si, dans la seconde de ces relations, on change X, en -=« et qu'on la compare a 
la premiere, on en deduit 



I 


rfT> 


^-I 


du^ 




dz 




d*So 


I 


dT* 


v/-. 


dst 




dT 



-2u,?-"=-2u.,!:" 



ct 
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/ fd^u^ d'So\ 



2 1 dU(i ds 



(■5) 







rf««, 



7 -^hv^S-Ic^'- "-')-• 



dx 



11 suffit done (le calculer les U,. Si Ton pose 

(16) /// — (2/ -H i)flr,, 

la formule (i3) donnera 

d'oii, en egalant les coeflicients de ^*', 

(17) (2l-+-l)^/=2^'~>^>- 

; 

11 est facile de prouver que Uo = i; on a, en effet, en partant de (12), 



f 


1 rfT» 


2 7rv^ — I 


1 f/Ko 



rintegrale indefinie est 



Si done on pose 



il viendra 



'»«^-='»«'(w-v-t) 



-7-^ =iRcos4', ~-^ — Rsind/, 



27rv — I 



Or, quand t augmente de 2'?:, cc^, y^^ -^> -^ redeviennent les memes; done 

aussi RJogR, sin*]; et cos^*; done ^ differe de sa valeur initiate de 27r, ou 
4ir, . . . ; mais 4* est Tangle de la tangente k la courbe avee Taxe Ox. 

Cette courbe differe peu d'un cercle, et, quand on revient au meine point 
T. - III. 36 
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apres avoir parcouru toute la courbe, ^j; a augmente de 2t:. On aura done 

27rv — I 

Poury=o, le second membre de Tequation (17) devient egal a A^Uo = A/; 
cette equation peat done s'eerire 

(18) 2ihi=^hi.jVj, 

oil I'on ne doit plus donner ay la valeur o. D'apres leur definition (16) et ee 
que nous savons de a/, les quantites k±,i diminuent rapidement quand Tin- 
dice i augmente. Cela pose, la formule (18) donnera, en attribuant a i les va- 
leurs . . ., — 2, —1,0, -HI, -4-2, ... : 



. ..4- U-,4-^-iU_,H- A_,U,-f- A_4U,4-. .. = — 4^-j, 
. ..4- AiU_,-h U«,-+- A«,U,4- A-sUi-h. . .=r— 2A_.,, 

. . .4- A,U_,-+-^i U-i4- A-iU,-f-A-,Ui-f-. . .= o, 

...-hAjU-j-H/j, U_i4- U,-h/i--iU,4-. . .~4- 2/i,, 
. . .4- /«4U_,-+-/*s U_,-f-/fi U,4- U,-h. . . = 4-4/'i» 



on a suppose a^^ i, et par suite h^ = i. 

On resoudra ees equations par des approximations successives : la deuxieme 
et la quatrieme donnent d'abord a peu pres 

U_, = — 2A_j, Uj=4- 2/fi; 
en transportant ees valeurs dans la premiere et la einquieme, il vient 

U_i=2/rli — 4A-J — 2/f, /*_3, 
U, =4^1 —2^5 4-2A_,A8; 

on en conclutaisement des valeurs plus approchees deU-.,, U^, U.j, U^, 

U-i=:— 2(A_,4- AiA_,4-/fljA,4-. . .)» 

U, —-h2{h^ 4- A_|A,-f-AJA-|-h. . .)> 

U..2=: 

On portera ees valeurs dans les relations (i5), apres quoi la formule (H) 
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donne a M. Hill 

(I) -j-z- -HW(i,i58844 — o,ii4o88cos2T — 0,00076600547 — o,ooooi8cos6t-+-...) = o. 

On tombe ainsi sur Tequation de Lindstedt generalisee. On peut Tintegrer en 
se reportant au Chapitre II : W se developpera en une serie de cosinus d'argu- 
mcnts que Ton obtiendra en ajoutant aux termes de la serie 



O, =C2r, =tl4T, 



une meme quantite (xt -+- ^. 



Si Ton se reporte aux formules (F) et (G), on voit que les developpements de 
p, (J, (^ et fv sont de la meme forme que celui de W. On a ensuite 

/ duo I ds^ 

et Ton sait, par les formules (i5) du Chapitre precedent, que w© et^o s'expri- 
ment a Taide de series oil ne figurent que les multiples impairs de t. On en 
conclut que les differences u — u^^s -- s^, et par suite x — Xq, y — jo» sont de 
la forme 

^2 ^ COS [f^^ -*- + -^ (^' -^ Ot]. 

Or les formules (ii) du Chapitre XIV donnent, en negligeant e\ y et e', et 
faisanl, en consequence, y' = ^ = o, y = i : 

X =:a?o4-^V Dl)C0S[(2«4-l)Tlh 9]. 

En comparant les deux expressions de a? — j?o» ^n trouve 
Or on a, n® 115, 

do dw 

-^ z=. n 7- J 

dt dt 

oil ^ represente la valeur moyenne de la vitesse du perigee, quand on neglige 
dans cette vitesse e*, ef^ et -f. On a, d'autre part. 



T = (n — n') / -M — e', m = 



n' 



n — /*' 
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II en resulte 

d-: do dxs , ,, 

I dv3 ix a 

--77=^1 — =1 — c, c— — - — ; 

n dt I -\- m I -h //I 

ra la ineme signification que chez Delaunay, sauf qu'oii y fait e^ = e'^ = y^ = o. 
M. Hill a trouve, en partant de Tequation 

sin* - u 

—-1 



(lu Chapitre II , 
d'oii 



sni* - g 

2 ^ 



jjL — 1,07108 32774 16016, 
- -7- ^^0,00867 25730 04864. 



II estime que les treize premieres decimales de - -77 sont exactes, les deux 

dernieres restant seules incertaines (cela suppose exacte la valeur adoptee 
pour//i). 

Les huit termes ealcules par Delaunay (en m^, m], . . ., m]) donnent 

1 dm f af 

-Jl -fj- — <^> 00419 6429 



-+- 


294 2798 


^- 


99 5700 


-+- 


3o 3577 


-+- 


9 >%"> 


-h 


2 83oo 


-+- 


9836 


-h 


3468 



::::: 0,00857 1 5o3 

Lequatrieme chiffre signiticatif est done inexact, et Terreur relative de la valeur 
^ determinee par Delaunay est environ ^^. Le calcul tres simple du Cha- 
pitre VIII nous avait donne seulement ^. 

dr^ 

On voit que la partie la plus importante de -^7 celle qui est independante de 

e'^, e^ et y^, est maintenant connue, grace aux recherches de M. Hill, avec une 
precision qui ne laisse plus rien a desirer. 
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M. Hill a exprime ropinion que le mieux a faire, dans la theorie de la Lune, 
c'est de determiner successivement les inegalites qui contiennent en factcur e®, 
e, e^, .., e\ ee\ ...; e'est, en somnie, la melbode d'Euler. EUe reussit tres 
bien dans les deux cas consideres dans ce Chapitre et le precedent; il me 
semble que, plus loin, on rencontrerait des complications tenant a la presence 
de e^y e'^ et y^ dans les quantites c et g. 
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CHAPITRE XVL 



TRAVAUX DADAMS SUR LA THfiORIE DE LA LUNE. 



125. Recherches d' Adams sur le mouvement moyen du noeud {Monthly 
Notices, t. XXXVIII, p. 45-49)- — L'equation (6) du Chapitre XIV est 






en posant, comme precedemment, 



(j^+'»")^ = o; 



n' 



{n — n')t-\-e — e'=z, j — ^h 7 /,. = x, 

^ ' n — n' {n — /i')* 

il vient 

Cherchons les inegalites de z qui contiennent y en facteur, sans e ni e'; la 
formule 

donne, en negligeant y*, 

On pent remplacer x eiy par leurs valeurs independantes de e, e' et y> telles 

qu'on les a trouvees dans le Chapitre XIV, et-g par sa valeur (40), page 278; 

on aura done, pour determiner les inegalites en question, une equation de la 
forme 

d^z 

(l) -r^ H-^(^*-H 2^, C0S2T4-2^, C0S4t4-. ..) = <>; 

c'est l'equation de Gylden-Lindstedt generalisee. On sait que son integrale ge- 
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nerale peut se mettre sous la forme 



7=+ fl© 



z=^bjK'-*''J, C = E^*^; 



;=-• 



la constante h est determinee par {'equation transcendante 

sin*- n 
sin*- g 

A designant un determinant infini, compose, comme on I'a vu au Chapitre lY* 
avecy, qx^q^^ Les rapports t^ 'T^'^T'' "' dependent aussi de q, ^1,^2,... 

Oq Oq Oq 

et de A; ils sont reels si h Test lui-meme, et c*est le cas; ft© reste arbitraire, et 
l*on a la solution 



En supposant b^ reel, et prenant la partie reelle et le coefficient de \/— i, on 
a deux solutions, que Ton peut reunir dans la formule 

z=z bf^sin{hr-\-^)-\- b^ sin(AT-h vpH- 2t) 4- ^« sin(AT -t-vpH- 4t) -+-... 

-h 6_, sin(AT-i-vp — 2t) -h 6_, sin(AT-t-vp — 4t) -h. . . , 

oil 4* designe une constante arbitraire; c'est Tintegrale generale de Tequa- 
tion (i). 

D'autre part, quand on fait e = e'=o, y=y'=As=o, et qu'on neglige y^ 
dans la troisieme des formules (11) du Chapitre XIV, on trouve pour z une 
expression de la forme 

5 — Bo sin Y) -+-Bi sin(Y) -h 2t) -hBi sin(TQ h-4t) H-. . . 
-i-B-iSin(To — 2t) -hB_, sin(TQ — 4t) -h. . .; 

y| = m -I- e — Q designe la distance moyenne de la Lune a son noeud ascen- 
dant. 
En comparant les deux expressions de 2, il vient 

d'oii 
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oil g a la signification ordinaire. On connaitra done g quand on aura ealeule h. 

Adams a trouve ainsi 

^=ir, 00899 91618 46592. 

Delaunay a obtenu, en s'arretant au terme en /w\ pour la partic de g qui est 
independante de e, e et y, 

^ = I , 00000 00000 o 

-4- 419 64258 6 

II 771 17 9 

— 6 67712 I 

— I iri023 4 

i42o3 4 

— >479 o 

^= 1,00899 91722 S 

On voitque la huitieme decimale est deja erronee; neanmoins^ I'erreur relative 
n'est que de ^^nrinnr; elle est bien moindre que dans le cas du perigee. 

On voit que, grace au travail d'Adams, la partie principale de g est obtenue 
maintenant avec une approximation qui ne laisse rien a desirer. 

126. Th6ordme remarquable d' Adams {Monthly Noticesy t. XXXYIII, p. 460- 

472). 

La partie non periodique du developpementyJ/ia/ de -> si Ton n*a pas egard 
aux termes qui contiennent en facteur des puissances de — > est de la forme 

A -h Be«-i- Cy«-i- Ec*-+- 2Fe«y«-f- Gy*-+-. . ., 

oil nous supposons e et y definis comme chez Delaunay. Les coefficients A, B, 
C, . . . sont des fonctions de e'^, 

A r= Ao H- Ai <?'* -h AjC'* 4- . . . , 



• • • » 



enfin, les coefficients A/, B/, C/ sont des series developpees suivant les puis- 
sances de m. Plana a constate que B^ et Co etaient nuls, en tenant compte des 
termes en m^ et m'; de Pontecoulant a fait la meme constatation en ayant 
egard aux termes en m* et /w*. Adams a pense que la chose est generale, et 
il a reussi a prouver, non seulement que Bo et Co sont nuls, en tenant compte 
de toutes les puissances de m, mais qu'il en est de meme de B|, B^, ..., (]«, 
C2, . . . , de sorte que Ton a identiquement 

B = o et C = o; 
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c'est la premiere partie dc son theoreme; ainsi, les termes en e^e'^P et en -fe"^"^ 

manquent dans la parlie constante de -• Voici la demonstration remarquable 

qu'il en a donnee. 

Soient a?, y, ^, r; x\ y, o, f les coordonnccs de la Lune et du Soleil; on 
a vu, au commencement du Chapitrc XIV, que, si Ton neglige les termes qui don- 
neraient naissance aux inegalites parallactiques, on a les equations differen- 
tielles 



d^ X ixx u! X 3ul'x' 

dt^ ^ r^ r'^ "" r'« ^ ' -^^ ^' 



d}z ixz ix' z 



Designons para?,, y,, s,, r, = y/^J h-jJ -h z\ les coordonnees, pour la meme 
epoque /, d'une lune fictivc soumise a la meme attraction, mais avec des don- 
nees initiates differentes. On aura 



(2) 



i d^x, uXi ix'xi 'dix'x' , ,. 

^^l ^ ,.» ^ ^'J — p'i \^l^ ^J\J h 
«P5, W£, M^ _ 

dt* r\ ^ r" ~ 



On forme aisement les combinaisons suivantes 

flPj-, d*x rf'r, rf*_y rf*«, (i*z 

"^KF ~ ^' dF '^ ^ 'dl^ ~ "^^ dF '^ ' 'dii' ~'*dF 



Z —S—T- — ^ 






qui peuvent s'ecrire 



!, ./i i\ d f dx dxx dy dys dz dz\ 

/ I \\ d ( dz dzC\ 

^''\t\- ■?r-dt\:'dt-'-di)' 

Les expressions 

(^x, H- ^y, + S5, ) ( ^ - ^'i) et zz, ^^ - i^ 



T. - in. 



37 



'I 
I 

'l 

II 
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sont (lone les derivees de fonctions qui sont evidemment developpables en se- 
ries dc sinus ou de cosinus d'arcs de la forme a/ + ^, car il en est ainsi de a?, 

^, 5, ^1, . . , ^- • •; par suite, ellcsnerenfermerontpasdepartieconstante. On 

a d'ailleurs 

d'oii 



j (xj-,-f-.yK,^-5s,)(^ - ^,j 



,1 



^-;,-;.)[(-'-.)'-(--.)'-(..-/.)'-(^---.)'][;|r-^-(^— ;)]• 

Done, si, relativement a une eertaine quantite petite, les differences 07—0:,, 
J — j<,s— 5,, et par suite . — -> sont du premier ordre, alors Texpression 

sera forcement au moins du troisieme ordre. Cettc conclusion s'applique aux 
coefficients de chaque sinus ou cosinus de a^ 4- ^ et a la partie non periodique 
de Texpression preccdente Or on vient de voir que la partie non periodique de 

(^irt-hyy^-i- sz^) (^ -\ est nuUe; il en resulte que la partie non perio- 
dique de -] ; est au moins du troisieme ordre de petitesse. 

D'apres les formules du Chapitre XIV, on pent ecrire 

.r - u cos (/I/ -h e) — i> sin {nt -4- e i, 
y — u sin {nt -h £) -h r cos(/?/ -f £ ), 
a\~- w,cos(ai/ 4- e) — i'lSin {nt -^ t^, 
y, — - w,sin {nt -h e) -h CiCosC/// -f- e ). 

Nous supposerons dans ce qui suit que les elements a et £, et par suite /i, 
sont communs a la Lune rcelle et a la Lune fictive (on ne fera meme porter les 
differences que sur les elements e ety); c'est ce qui a permis d'ecrire dans les 
deux dernieres formules nt h- e, et non pas w, /-+-£<. On a ensuite 

^*-+- v'— «'-+- i'*, rj -r~y\ — u\ -h v\, ^t\z'i-T-jj, " w£/,-^ pr„ 
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Done, dans Tapplication du principe precedent, on ponrra remplacer, dans 
Tequation (4), la quantite 

('•-'^i)'-(^-^i)*-(7-/i)*-(- -^.)' 
par 

Les dcvcloppements trigonometriques de .r et y contienncnt cinq arguments, 
tandis queceux dew et v n'en renfermentque quatre. D'apres les forinules (io> 

du Chapitre XIV. -(nous dirons desormais - pour ahreger) et u sont develop- 

pablcs en series de cosinus d*arcs de la forme 

r contient les sinus des memes arcs; ^ tient desormais la place de t. Chaque 
coefficient est le produit de e^e'^'y^'' par une serie procedant suivant les puis- 
sances de /w, e^, e'^ et y^. La coordonnee z se developpe en une serie de sinus 
d*arguments tels que 

chaque coefficient est le produit de e^^'-^'y'*^' par une serie procedant suivant 
les puissances de /w, e^, e'^ et y^. 

127. Ces preliminaires poses, admettons que a*, v, z repondent aux valeurs 

e —o, y -- o, 

x^,y^ ets, correspondant a 

e . o, y :i^ o. 

II en resulte r = s, = o; yj ne iigurera pas dans les arguments, et - sera de la 
forme 

dans cette formulcy est essentiellement different de zero, puisque nous avons 
mis a part les termes dans lesquelsy = o. En faisant dans la formule prece- 

dente e ~ o, on aura la valeur de -» 

r 

i =2*^ocos(2^ Jiy'9'); 
il en resulte 

(7) - — -, =-^{Me^ -^ , . .) co^{iil±j' <^' ) 4-2^^^cos(a«5ity9iiiy'9'). 
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On aura des resultats de meme forme pour les differences r — r,, u — i/, et 
v — v^y en changeant, au besoin, les cosinus en sinus. La formule (4) donne 
maintenant 



3 fois la parlie constante de [ j 

~ pari, const, de /Tj ( -\ 



-h part, const, de j ^ ^~ - J;) [(r- r,y-{u - u,Y- {v - i>,)*] [;^ + (jr^ - f.)*] j ; 

il en resulte, d'apres la formule (7) ct les formulcs analogues relatives a w — W| 
et (^ — ^,, que la partie constante de (-^ — - j contient au moins le facteur e*. 

Or les parties constantes de — et - se deduiscnt de Texpression 

A 4- Be'-i- Cy«-h Ee^4- 2Fe«y»-i- Gy^-^-. . . , 

en y remplagant par zero, d'abord y, et ensuite c aussi; la partie constante du 
developpement de sera done 

( \ -+- Be* -+- Ee* -4- . . . ) - A ■ - Be» -h Ee^ -h . . . . 

Puisque cette expression doit contenir au moins le facteur e', on doit avoir 
B = o, quelles que soient les valeurs de e' et de m; il en resulte done bien 

B| =1 B, -^. . .:= o. 

Pour prouver que Ton aC =0, il suffit de reprendre les memes raisonne- 
ments, en faisant jouer a y le role de e, et vice versa. On supposera done 

e = o, y = o, dans a?, f^ z, 
e z= Oy y<o, dans -r,,y,, s,. 

On trouvera 

l=2(^o+^iy*+^«y'-+-..Ocos(2/|ihy'9')+2^^y''^c^s(2i$it:y>'d:2^Y)), 
J =^eo cos (2 i^±if<^')y 

dans cette derniere formule, k est essentiellement different de o; con- 

ticnt done le facteur y^, et il en sera do meme des differences r — r<, w — w, 
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el^ — i^,. On a (raillcurs s = o, et z^ contient le facteiir y. La formule (4) 
(lonne 



3 fois la partie conslante de ( — | 

(8) ( — part, const, de /t, ( -J 



-\- part, const, de j i (^1 - 1 j [{r-~r,y-ui--u,y-{v-v,y-z\]y— -\- (^i- - J-^J j; 

la premiere portion du second membre contient le facteur y^, et la seconde y*. 
Or la partie constante de est egale a 

( A 4- Gy»-h G-/-f- . . . ) - - A = Cy--f- Gy' h- . . . . 
On a done identiquement C = o, et par suite 

\jl ^^^ Ljj ^^^^ > • . O f 

la premiere partie du theoreme d'Adams est ainsi demontree. 
128. Adams a trouve, par ses calculs directs, 

E = -^ m' H ^ m', 

1 6 120 

1? « . ^^ a 

F = /w*-+- -- m', 

ID 

o 

il n'est pas alle plus loin, parce que, dans Ee*H- 2Fe*Y^-i- Gy*, il aurait fallu 
determiner des quantites du huitieme ordre; celles du septieme sont deja diffi- 
ciles a former. 

On a, d'autre part, 



c =z I -h. . .-+- e 



jff^ = I -h . . . -t- e* 



(;--^"")-K-;""-Ti-)*-=«1-<' 



ou bien 

I c =1-*-. . .^-He' -hKy*-i- 
(q) • 



On peut ecrire 
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en posant 

M = - /n» -h -^-^ /n«, N= m'-h ^ m>. 

2 32 2 16 

\io 128 / 

«. 3/ , 63 A 3p 
2 \ 16/2 

2 \ 8/2 

On a done les egalites approchees 

H K M _N 

Adams a demontre qu*ellcs sont rigoureuses, et c'est la seconde partie de son 
beau theoreme. 

Donnons slx, y, z les valeurs qui repondent a 

e>o, y—o, 
et a a?| , y, , 2, les valeurs qui r6pondent a 

Nous d6terminerons y par la condition que 9, et, par suite c,, soil le meme 
dans les deux cas, ce qui nous donne, en vertu de la premiere relation (9), 

d'oii 

(II) y*=i ^(c»~eJ)H----; 

ainsi, y^ contient le facteur e — e^. Le developpement de — est de la forme 

k est essentiellement different de zero. On en deduit, en remplagant y paro, 
e, par e, 4*' pa'* ^o» sans toucher a \, 9, 9', e\ m. 



\ -2 ^0 cos(2 1^ ±7 9 ±y'9'), 
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(Voii 

<^o*' "" '^o = ®(^i ) — Q(e^) contient le facteur e — e, ; tous les autres termes de 
la formule precedente renferment le facteur y^* done aussi € — e^, d'apres la 
formule (i i). On pent done dire que les quantites 



I I 

) /• — /•,, u — Ui el i* — I'l 

r\ r 



contiennent toutes e — e^ en facteur. Or, si Ton se reporte a la formule (8 ), on 
voit que toutes les expressions 

-ik-ff' a-;)<--'-' ik->-^'- a-^)<'--'- 

renferment le facteur (e — f*, y. Quant a Texpression 

elle contient le facteur (e — e, )y*, ou bien (e — e^)^ d'apres la relation (ii). 

Done, en resume, la partie constante de (-^ — -) contient le facteur 

{e e^y; mais, comme cette partie constante ne depend que des puissances 
paires de eete^, elle devra renfermer le facteur (e^ — e])'^. Or on a 

— ~ A -hEeJ -+- aFefy'-i- Gy*H-. . . +- des termes p6riodiqucs, 

ou bien, en vertu de la formule (ii). 



I 2FH H* 



d'oii 



- = A -f-Ee^H- 



On en conclut 



II 2FH GH* 

-; r- E(e\ — e^) H — |7-"^i (^*~" ^1) "^ "ITt" (^' ~ ^1)*"+- ••■+" ^^^ termes p^riodiqiies. 

La partie constante doit etre divisible par (e' — ^|)* ; il doit en Stre de meme de 

E(cJ+e»)-^-^cJ. 
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On en conclut 

H _K 
E ~ F^ 

ia premiere des relations (10) est ainsi demontree. 

129. Donnons maintenant a x, v, z les valeurs qui repondent a e— o ct 
Y^o, et a a?,, J,, 5, les valeurs qui repondent a e^o etY=-Y<?o. Determi- 
nons e de FaQon que yj et par suite g soit le meme dans les deux cas; nous 
aurons» en vertu de Texpression (9) de g, 

d'oii 

(12) e^-- j^|(y'-y;) -+-...; 

e^ contiendra done le facteur y^ - Yi* ^^" ^^^^ P^"*' " "^ developpement lei 
que 

-H V^^-^^ ^-^008(2/4 —79 ^y'9' =- 2Xyj); 

y est different de zero, puisqu'on a mis a part le terme qui correspond ay = o. 
Les coefficients (\ et ;> sont des fonctions de y*- En remplacant Yi par y» fai- 
sant e = o, remarquant que yj ne change pas et designant par (j© ce que devient 
1)0 ^ ^" trouve 

puis 

Tons les termes du second membre conticnnent e en facteur, a Texception de 
la portion ffo ~"0*o~*(yO — *(t^) qui contient evidemment le facteur y^- Y?- 
Voyons ce qui arrive pour z^ ; on pourra ecrire 

^i = yi2[Ci^+CS*'^'-^...]sin[2/?=ii/9'±:(2^4-i)T]] 
H-yi V OIL ^^^e-^ sin [2 £'£:'. 79 -jzj' (^' z-.z {ik -\ i)ri] 



r. 
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/ est essentiellement different de zero. En rempla^ant e par zero el y, par y, il 
vient, puisque yj reste le meme, 

'¥■ yi^'y^^^'^eJ sin [lil =by> zhj'c^' ± (-i A- -f- i ) rj]. 

La quantite 

est evidemmeut divisible par y — Yi ; ^^ est aussi divisible par y — Yi, commo 
on I'a vu plus haiit. On pent done dire que les divers termes Ae z — z^ con- 
tiennent en facteur soit y — Yn soit ^y, . 
Posons maintenant 

et appliquons la formule (8) : chacune des expressions de — — ;» r — r^, 

u — M, et (^ — ^, se compose d'une serie de termes en cosa, ayant tons y* — y, 
en facteur et d'une serie de termes en cosa^ contenant tons le facteur e. Chaque 
terme des developperoents 



(i3) 



ik-'-?)'- (k~>—^- {k->-'''- (t;-;)'"--'- 



s'obtient en prenant trois facteurs de la forme cosa,, ou deux facteurs cos a, 
et un facteur cosas, ou un facteur cosa, et deux facteurs cosa,, ou enfin trois 
facteurs cos a,. Dans le second cas, 9 ne peut pas disparaitre, et Ton n'obtien- 

drait rien qui entre dans la partie non periodique de -; dans le premier cas, le 

produit de trois facteurs en cosa^ contiendra (y* — yj)'. Avec un facteur en 
cosa, et deux en cosa,, on aura d'une part y* — yj, et de Tautre e', qui amene 
y* — y^; done, en somme, le facteur (y' — yj) existe dans tons les termes du 
groupe mentionne. Quand on prend trois facteurs cosa^, les valeurs dey ne 
peuvent pas 6tre egales toutes a di i, car alors deux de ces valeurs seraient 
egales entre elles et 9 ne disparaitrait pas du produit des trois cosinus. Done 
Tune au moins des valeurs dey doit etre >2; le produit contiendra done le fac- 
teur e* et, par suite, (y*— yj). Ainsi done, toutes les parties non periodiques 
des developpements (i3) contiennent (y- — y^/ en facteur. 

T. — III. 38 



ag8 CHAPITRE XVI. — TRAVAUX d'aDAMS SUH la TH^.0RIE DE hk LUNE. 

Reste a examiner la partie constante de ( — — -j(s — s^y. Posons 

P, = ai5±/9'iii(aX-hi)r), 

P, = a«S ±y> ±:y'9' ± (a A* -h i ) y) ; 

s — 5| se compose de termes en cos^i contenant y — Yi en facteur et de termes 
en €08^2 contenant e. On verra aisement qu'on ne pent prendre que les trois 
combinaisons suivantes, a cote desquelles nous inscrirons les facteurs cor- 
respondants 

I lerme en cos«i et 2 en cos^, (y*~ yi){"/ — yi)S 

N 
I lerme en cos«i et 2 en cosp, (y*— y?)^* = (y' — "/i)*i5|» 

I terme en cosa,, i en cos (3, el i en cos^j. (y-— yj) (y — yi)^. 

On aura done toujours le facteur (y — Yi)* et, par suite, (y* — y!)*» puisque 

finalement la partie constante de -^ ne peut contenir que des puissances 

paires de y ^^ Yi • Or on a 

-I = \-hEe*-4-2Fr«yJ-4-r,y}-h.... 



'1 



- = A -hGy*-+- 

d'oii 



4 - -. = Ee^-f- ^Fe'yJ -h G (y* - yM -4- . . 



/', / 



Cela doit etre divisible par (y*— y0^5 en tenant compte de la relation (12), 
on voit queTexpression 

r.(y*-^y;)- 

doit fitre divisible par y^ — yJ ; ce qui donne 

r , 2FN , 

c'estla seconde des relations (10) que Ton voulait demon trer. 

La seconde partie du theoreme d'Adams constitue une tentative irhs heu- 
reuse pour rattacher les developpements de c et ^ a celui de la portion con- 

stante de -• 



a FN 
M 


7? 




e 








M 

F ■ 


N 
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CHAPITRE XVII. 



THtORlE DE LA LUNE DE HANSEN. 



130. Hansen a expose sa methode dans I'Ouvrage intitule : Fundamenta 
nova invesligationis orbitce verce quam Luna perluslrat (i838). II y a apporte 
ensuite quelques modifications dans sa Darlegung der iheoretischen Berechnung 
derin den Mondlafeln angewandten Stdrungen (1862-1 864) t Gt c'est de ce der- 
nier Ouvrage, surtout du Tome I, que nous allons rendre compte ici. 

Soient a, n, e, 1, 0, gj, c^ r, /, c le demi grand axe, le moyen mouvement, 
Texcentricite, rinclinaison, la longitude du noeud ascendant, celle du perigee, 
celle de Tepoque, le rayon vecteur, Tanomalie vraie et Tanomalie excentrique 
de la Lune a Tepoque /; ce sont done les elements elliptiques variables. Les for- 
mules 

i '— e sine =^ nt -h C — uj =z nt -\- Cj 



(1) < rcos/=a(cos£ — e), /sin/^a v^i — e'sine, 

( w'a* = x(i -4- w) 

i'eront connaitre ret /. Si Ton suppose connus 6, i et gt, la position de la Lune, 
a Tepoque /, sera completement determinee. Nous avons represente par x Tal- 
traction de deux unites de masse a Tunite de distance, par m la masse de la 
Lune, celle de la Terre etant prise pour unite; nous designerons par m' la 
masse du Soleil, et par 

x(i-h//i)S, /(i4-m)G ct /(i-h/w)2^ 

les composantes de la force perturbatrice provenant de Tattraction du Soleil, 
suivant trois axes mobiles, le rayon vecteur de la Lune, la perpendiculaire a ce 
rayon situee dans le plan de Torbite et la normale a Torbite. En se reportant aux 



3oo 
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formules (a), page 29 de ce Volume, on pourra ecrire coinme il suit les equa- 
tions qui donncnt les derivees des elements elliptiques : 



(2) 



ila 
dl 



y/,_eA '' r) 



dc 

dl 

dt 



. //•COS(/-|- GT — y), 

\'i — e* 



sin/ -77 = - A/*siii(/ 



dt 



-I 'AC? S 



iin*~ -T- -h //rt*v * — «^* — S cos/-h ^ ( I H ) sin/ 



-f-CJ- 5), 



-7- = — 2 /i« S /• -H 



c/gj 



I -hv^ — e* ^' 



-, . ,i dO 

a v^i — e*snr — 7- 
^ i dt 



Soient x\ y\ z' les coordonnees du Soleil, rapportees aux axes mobiles defi- 
nis plus liaut, A et r ses distances a la Lune et a la Terre; on aura 



S 



m 



I -t- ni 






131. Dans Torbite mobile, Hansen introduit un point X, origine des longi- 



I'i;;. «i. 




tudes (y?^. <)), lei que, si Ton pose 



W :i 7, 



on ait 



dl . dO 

■ - -- cos / -. : 
dt dt * 



Tare NX n'etant detini que par sa diiFerentielle, 7 n'est pas entierement defini ; 
mais il le deviendra si Ton s'impose, au debut, la condition 



7„ = ^o. 



Hansen pose 



\ II - •/ - 7 -r- W - - A 



I" 



\M ./.+/. 
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On aura 

(h dfj dm dh dm . ., r/0 

-^ = -T-H — i 7-=^-; (' — cos/) -77 > 

dt dt dl dt dt ^ ' dl 

iroii, en tenant compte dc I'expression ('^)^^-^' 

(3) e-^ —narsji — 6'* — Scos/-f- G^ ( i -h - ) sin/ • 

On voit que Texpression de ^ est plus simple que cello de ^ 
On sera conduit plus tard a poser 

(-1) sin/siiia^— />, sinicos(7 = 7. 



3oi 



On en tire, en difTerentiant et rempla^aiit ^ par cosi -.- > 



dp . ( , dl , .dO . 

-;- — cos/ ( snia -7- -+- cosasini -7- » 
«^ \ dl dt J 

dti .( di 

^=C0Sl(^C0SC7^-Sl 



. .db\ 

sniff SHH -7- i» 



d'oii, a cause des valeurs ('2) de ^ et sin/ yr* 



~ 1- — Z/cos/[ sin(/-hcj — (/) cosa-+- cos(/-i-cj — ^)siua], 



dt " ^',_t'« 



dn na ,. 1 • , ^ r . - / r r\^ 1 

-ry = - //COSI [— sni(/-+- GJ — y)sincr 4- cos(/-hGJ — 0) cosfi]; 

niais on a 

/-hCJ - - = i' — -7. 

U vientainsi simplement 

dff nn . . 

(J) ' ^ 



J dff _ /<n ^ 



rcos/ COST. 



Rappelons encore les formules suivantes qui nous serviront bientot (t. T, 
p. 463) 

d^r d%*^ n^a* 



rff^-'rf??-*- -FT -''(' + "•)''' 



(6) 

oil V desi(;ne bien la longitude comptee dans Torbite mobile, a partir du point X. 
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132. liafisen conrtidcre unf rfllipse de {grandeur et de forme constantes, qu*il 
r;iit tourner dans le plan de Torhite mobile, d*un mouvement uniforme, afin de 
tenir compte, des la premiere approximation, du mouvement moyen du peri- 
gee. Solent a^f /!«, e^ les elements ri^oureusement constants de cette ellipse : 
ee seront les valeurs moyerines des elements variables a, n et e; designons» en 
outre, par n^y la vitesse angulaire de rotation de Tellipse, et par r« une con* 
fttante. A desigriant la position occupre a iV'poquc / par le point leplus voisin 
de la Terre, on aura 

Soit M la position correspondante de la Lune; le rayon MO rencontre i*ellipse 
mobile en N (/ig- lo); Hansen designe par r et / le rayon ON et Tanomalie 

Fig. lo. 




vraie AON dans rdlipse auxiliaire, par fi,,z ranoinalie moyenne, et t ranomaiic 
excentriqiie. On aura done 

1 e — c'y sine ~ //„j, n^ wj — /.(i -h ///); 

(") rvi)s/z=L(iy(vA>s£- ^'„\ ram/ -:{Iq\'i — ('iii'ini, 

' ♦•= 7-^r,^ -»-"u.v/ -/-+-/. 

On voit que, pour le calcul de i% on (ait porter toutcs les perturbations sur 
ranomaiic moyeniu; de rdlipse auxiliaire; :; est une fonction de / que nous ap- 
piTiidrons a calculer. On voit aussi que, si v est le meme dans les deux orbites, 
il n'en est pas de meiiie des rayons vecteurs ON et OM. Hansen pose 

(H) /• — /(i-hv). 

tfz 

On va calculer-^; on a, d'apres la seconde equation (G), quand la force per- 

turbatrice s*annuks 

.A' 



dt ^ 



(lelte expression convient encore au mouvement (rouble; seulement on doit 
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prendre, les elements etant devenus variables, 

(9) -^^ ^J = >^(i -*- ^)^^> 

On a ensuite 



dv no} y/ 1 — e* df df dz 



dt "~ r^ dt ^-^ ~ dz df 



-^''^y^± TH -+-'^ov, 



Mais on a aussi 



'• ^ = '«o «? V^i — e\ ; 



en tirant de la ^> et le reportant dans {'equation precedente, il vient 

dz na}\l\ — e* I ''\ y { ^' \ 

. ^^ "' /'o «5 V ^^^ N~/ "" v^r^^.\«^/ " 

Or on a 

— f — 

/• = r(H-v); --= — n-si h 1 > 

ce qui permet d'ecrire 

dz^ na^s/T^\^^_^^l^(^^l^^_(l\\ 

dt noals/i — el> '' \> -^ V ) /TTTj \«o/ 

On ^limine ra i'aide de la relation 



r- ^ 



I •+■ e cos/ 

et I'on pose 



, na v^x(i-hw) , / ; x(i4-m) 

n ~ - =z -^ — ^— — ^, na}\/\ — ^* = -^ — -\ 

(M) { ^ J_l 

_ /^oflTo _ 0c(i4-m) r -7_ x(i4-m) , 

et il vient 

— —-^!li ^ ^' I -^ g cos/ Aq / V y ^ /^ ^^* 

e/^ "~ ^ Ao «o » — ^J /i\i-+-v/ \Ji — e\ \^/ ' 

On fait encore 

/ V Tir ^0 h r i-he cos/ Ao I — V 
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et il vicnt 

(.3) ^=,+w-H'f'p-y--=.4=:..(iY. 

On aurait aussi les formiilcs 

(i3') ^•^-.=^=(l]. _^^.-:.:-^=.4-W4-;Af.^w^^V. 

Enfin Texpression de W peul s'ecrire, en .lyant ogard a la troisieme des for- 
mules (7), 

(i4) W — - I — — -f- •>. r- / :^^ V ~ ' 

133. La quantite W, defmio par la formule ( i4)f contient le temps / de trois 

fagons : par n^vt^ par r et / (|iii dependent de z au moyen des relations (7), et 
par les elements variables /i, e et /. Pour introduire les composantes de la force 
perturbatrice, il faudrait remplacer A, e oi y par leurs valeurs en fonction de /• 

11 vaudra mieux calculer -^, parce que re ne sont pas /i, e et /^ qui sont donnes 
immediatement, mais -tt^ -r ^1 -77- ^ous iormerons -7-- ou plutot -,--> sans laire 

a/ (ft at (It ■ c// 

varier le temps qui figure dans r et / par 5; il convient, pour plus de clarte, de 
remplacer / par T dans r, / et 3, qui deviendront ainsi p, <j) et J^; on aura done 



Bo — eoShlS,, — //o?. 



(i5) p COS9 — r7„(('(»se„ — ^'o). 

' p sin 9 -- '/„ \ I — <',-, sin £„ ; 

par ce changement partiel de / en t» \V deviendra \V, et Ton aura 

Si Ton faisait, dans celte expression, t = /, on retrouverait W. 
On Irouve aisemenl 



(i\\ _ ^ 
(ft ~ dt 



_ ^0 ^ ^ A ; i -t-cM:os(v-r ,i,,yt-r-Zo — yJ I 
// ' /i/ a^\,i — el) J 

- esin(9 -h fioVt -h ttq — / ) . 
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dans la premiere partie du second memhre, on doil faire varier / seulenienl dans 
/^ e et y , et non dans n^yt. 

Or, si I'on a egard aux relations suivantes qui decoulent des formules (i/I). 



n^dl ^* "o<>C VI — e* 



"« ^^ \ I — ^0 



Tequation (iG) donne 

^)W /r . - I -4- r (M»s( o -h //„ v/ f- r,, — '/ ) h Oq e sin( o -+- w„ v/ -«- r„ — y ) 

d*ou, en verlu de la formule (iG), 

f)\V // i)rj h r/t, p sin ( cp -h //o v/ H- ro — y ) 



Si Ton tire de la la valeur de esin(o -h n^yi -+- -„ — /) pour la porter dans 
1 expression de —r-y on trouve 



('7) 



^V _ ^ I /'o !}_- 1 -r- <Mos('9-!- //.. vt — 7:„— y) I 



D'ailleurs les formules (2), (3), (<)) et (i 1) donnent 

dt ^ p 

€?^^' =/irtV* — ^' — Scos/4- CM -f- - j sin/ . 
On en tire aisement 

. — - = — 6-esiny 4- siny bsm/H — ( ) 

x(i -+-//*) dt p '' L ^\'* «/J 

cosy I — Scos/h- (r( I -h - ] sin/ , 

-; r t: — - =— 6-ecoSY-hcosY Ssm/H — ( ) 

— sinyl — Scos/-+- cf i-h - jsin/ L 
T. - III. 39 
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et, en tenant compte de la relation 

p ^V «/ V p) ' 



il vient 



—■ i — ^* = — Scosi" 

x(n-m) dt 

; — ^- -- h Sin r 

x(i-i-m) dt 



^ ( » -H M (silly cos/ 4- COS-/ sin/). 
Mi -+- M(cosxt;os/— sin 7 sin/), 



ouy plus simplement, 



(19) 



d /lesUiy .' ''\ ^ . 
-r — -' =— hcosi* "^ 1 * -*-- I ^snii', 

< 

i 1 dhec(}<y . . / r\ ^ 

f . is — ^ j,|,| (, _|_ j , _^ _. U, COST. 

\ x(! -h //*) dl \ p J 



x(i -h //«) 



En ayant egard aux relations (18) et (19), il vient 



A 



I d \ /u h I -h e CO 

I -^ ni) dt\^ Il //o a^ 



s ( o -+- Nil rt 4- To — / ) 



I — f* 

1 C y 



J 



[/** /lo «o(l — ^J)J /> 

I cos(9 4- //o.>'^-+- -0.) SsiiM' -+-( I H- - jCcosr j 
/'o «o(i - 6'J) i _^ ^iij^- _^ n.vt^r.o) f- Scosr 4-( 1 4- ^) (? sin rl 



o-P 



4-2 f- — --! — r- Ssin(/— 9)4- ( I :- - )C cos(7— o) 

Apres quoi la formule (17) donne, si Ton licnt compte de la relation 



d\\ 
dt 



=i3/iopSsin(/— 9) 



AoG/j2£cos(/— 9) 



9.0//' 



(20) 



/tJao(l — fj) 






cos(7— 9) — /l* 



2/i* p 



1^' '^ ^ a,(i- el)\ 



= /.oS/j2^cos(7-5)-i-^,-,-Y^^^ 



4-2/iopSsin(/— 9) 
yj'i — el L«J '*o<^C 



W4-^. 
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131. Hansen introduit, au lieu des composantes G et S, les derivees par- 
tielles de la fonction perturbatrice par rapport a ret r. 

Fip. II. 




Soit Q la fonction perturbatrice divisee par le facteur x(i -h m). On aura 



£2 



or on a constamment 



m' / I xx' -+- yy' -^ zz'\ 



07 = /-, 7 = o, 5 = 0; 



nous poserons de plus, en designant par M et M' les positions de la Lune et 
du Soleil a Tepoque quelconque /, 



X' 



Nous aurons ainsi 



On en tire 



cosMM'=::i7=:H. 



i-hm\A r'* / 
A* = r*-+-r'«— 2/r'H. 



dr 
da 



ou, d'aprfes le n** 130, 



On a ensuite 



da 
dr 



= S. 



da _ m' /rr' r\dll 
di' "" I 4- m \ A* r**/ dr 



Or, si Ton designe par X et X' les origines des longitudes dans les deux 
plans mobiles, et que Ton fasse 

XG = (p, X'r, = ij/, XM = i% X'M'=r' XGX'=:J, 
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le triangle spherique MGM' donnera 



H z=cos(i' — 9)cos(i''— ^) -f- sin(i' — 9) sin(t''— ^)cosJ, 



d'oii 



di 



-^— =z— srn(i* — 9)cos(c' — '}) -f- cos(r — 9)sin(f'— '!) cosJ = cosM'N, 



en defmissant le point N par la condition MN = 90". Mais on a 



> 



.' 






II en resulte done 



()ii 



'!^ ^ -^!_ rr' f J- - -'- \ -2' 



ou, d'apres le n" 130. 



— - fr. 



La formule (20) pourra done s'ecrirc 



dt 



:=/.0)aecOs(/-9)-l4-,^^---^ 



(21) 



p — - ()i2 

-*-i//o^siii(/-v)r — 



f)/- 






7; ^' 






135. Quand on aura efTectue le developpement du second mennbre et Tinte- 
gration relative a t, il suftira de changer t en / pour avoir W, apres quoi on 

dz 

pourra calculer ^ par la fornuile (12). 

On peut introduire une simplification en faisant 



/?o 3 t=i //„ / -4- To -+- 



Ht^OZ, 



d'oii 



//oC — WoT -f-r^, H- /*., 0;; 



OS et S^ sont de Tordre de la fonction perturbatrice. Soit pose 

y =: Wo7-h Co~ £0—^0 sine... 

Pc sin9„ = rtoV • — ^J sine,, 

PuCOS9o = ^o(coset,— eo), 
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vi soil Wo ce que devient W quand on y remplace p et 9 par p© ^^ ?o' 

▼ ▼ o — ""■ I •"- "T~ "+~ 2 ^ 



o = — ■ I r -+- 2 7-0 



On aura, par la serie de Taylor, en attribuant a Tanomalie moyennc y Tac- 
croissement riocZ, 

\\ — \\ ,, 4- _ —2 n^ OC H -r-r-*' ( Ho OC • -f- . . . , 

et, apres avoir change t on /, 



( 22 ) » — >> -^ ,— //„ OJ H r-^ ( /lo 02 )« -h 

(ly 2 </y 

oil les deriveos ayant ete prises par rapport a y, la barre indique que Ton doit 
changer t en /, ce qui changera 7 en 



tr 



On aura, en vertu de la formule (21), 



--— = A {-il-cos(/— cpo) — ' -f r-i . kosC/— Oo) — I ;^r- 



(23) ' H-2/«o£:sin(/-9o) 



Or 






La fornnule (i3) donnera, en tenant compte de (22), 



•-"•/h*^'-^--i^-'-^=>----x(:^v)'-,-v^(|)"]'"' 



(2/4) n^z — n^t->t-c 



Remarque. — On aura, comme pour W, 
136. D6termmation de v. — On a 

/■ = rii -4- v), 

d'oii 

dr , dr dz - d^f 

En vertu des relations (lo) et (i i), il vient 

dr 



^,=(.-^v) 



dz [ ^'T—ei \aj "^ h\r) J "^''rfl' 






dt 
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I dr , ^ dr [ v r 



r 



dt 






En ayant egard aux formules 



/• 



dr ... 
h- ( I 4-gCOS/) 



^v 



dr . -- 

-— ^/lo^oSlIl /, 

I _ I -f-gpCOS/ 

7 "~ «o(i — ^J) 



Texpression precedente de -j- devient 



d7' 



dv /resin/ ^ /itft'osin(/— /) /i^',, sin/ r 



dt 'ao{i'-el) ^/u(' — <?J) 



Mais, si I'on differentie (i4) par rapport a ;;, qui n'entrc que dans r ct ,/, il 
vient __ 



2/1^0 sin/ 



, .-!-+-<? COS /^ 
2/*<'«Sin/— 7 jh: 

-^ ao(i — t'J) 



— 2//f»sin/ 



1 4- gp cos/ 



/v 



o\y .. . 



En rapprochant les expressions precedentes de ^ et de -^- . il vient 



(^6) 








dyt 

dt 


_. — 


1 
'J 


(AV 


On a 


d' 


aiileurs 


















dW 




d\\\ 


-4 


f)'W, 






— r = r^ -^ -n- "«^^ -^ t -rT^("oO-)* 4- . . . : 



il en resulte done 






oil C est une constante d'integration. 
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On a d'ailleurs 






/•„ est calcule, par Ics forinulcs du inouvcment elliptique, avec les elements a^y 
et ^0, et Tanomalie moycnne ^. 

137. Introduction de nouvelles variables au lieu de f et 'I. — On a, d'apres 
lenMSi, 

A*=: r'-h /•'* — 2/v' cos(r — i' — 9 -H 'j*) cos* - H- cos((' -+- c'— 9 — '^) sin*'- • 

On pose, pour tenir compte immediatement des deplacementsseculaires des 
na^uds, 

li 'iN =iro-f-T:; — 9 — '|— 2/ioa/, 

/ 2 K = TTo — 77^ — 9 4- ^ 4- 2 /J^Ti /, 

oil a el Y) designent des constanles que Ton determinera de fagon que N et K ne 
contiennent aucuns termes proportionnels a /, /^, ... . On a d'ailleurs 

i ♦' =/ -H/ioJ / 4-7:0, 

(iQ) ' et de memc 

Grace aux relations (28) et (29), Texpression precedente de A' devient 

A*= 7*4- /•'*— 2/*/'co»s*-cos[/— /' 4- /io(j— y— 2rt)t -^ 2KJ 

— 2 /•/•' si n* - COS I / 4- / 4- /*o (/ 4- y 4- 2 a ) / 4- 2 N I . 

Soient (o = Gil, (o'= Gil' les distances du noeud commun des orbites aux deux 
perigees; on aura aussi 

A*=: /'*4- /•'*— 2 //'cos* - C0s(/4- W — /'— fji') — 2/t' siu* - cos (/4- OJ 4-/ 4- w'). 

II en resulte, en negligeant les petites quantites/— /♦ J" — f\ 

td — (o'= /loO' — y — 2Y))/ 4- 2K, 

OJ 4- w'=/*o(/4-y4- 2«)^4- 2N; 
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(lone, abstraction failc de petits termcs, 2N et aK representcnt la somme et la 
difference des quantites (o ct o>\ 

Soit pose, dans la /!^. 1 1 de la page io-j, 

<7=\A; AG =^1 .r\~e: MA.r =i; * = \G; 

<j = \'A': A'G-^': .r\'=0'i Mji'v-i"; i = \'G; 



on aura 



9 = <!> -f- (T ; '1 = T -t- 7' ; dfj — cos idO : ih' = cos T (i9\ 



et, en diiFerentiant les rormules C28 ), 






X 



Mais les analogies diilerentielles appliquees au triangle AGA' donnent 






cos4»t/£ — cosMV//' -^ sin 4> sill/ ^0— sin^I*sinr«/5''; 

rolJ sinO^A' -h (cul JcosO siiw" — cosi)dO 
coscr.1 sin 4'^//' — cosed cos^'sini'^/O'; 



d^V — ^ cosec J siii<P^// f- cosec.1 rosOsiiuV/O 

r colJ siller r//'— (ioiJ cos^'sini' ^ cos/')^^'. 



fffj 



En portant dans les expressions precedentes, et rempla^ant rfO et rfO' par ^. 



d^' 



et r,» il vient 

cos/ 



^J =_ cos 4> r/i 



^/N :^ — n^oidl 



dK--^ /iQ-ndi 



siii4»laiit^/<i(7— cos^tVi'-- sinUMan{.w^/ff', 

- col-(sin<l>^/— cos«l>laiig/>/c — sinUV/i' -h cos V tang I'rfa'), 

- tanj;- (sinO^/ — cos*lang/c/(7-h sin^F^//'' — cos^^langi'rfa^). 



On pose maintenant 



(3o) 



I P = 2 sin - sin(N — No)> 

Q = 2sin - ros(N — Na). 
^2 
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No (lesignaiit la valeur iuitiale de N. On en tire 



dV —COS- sin(N — No)^J -r 2siii - cos(\ - .\y)^A\ 
^Q — cos- cos(> — No)^/J — 2 sill- sin(N — ^o)^^ 



Nous avons deja fait, page 3oi, 



(3i) 



sin I sine ^^Pj sin/ coso* — 7; 

solt de nieme 



\ si n £' sin ff '=/>', sin/' coso-' — 7'. 



Nous aurons 



di = 



sine , coso" , 

r dp -r- : df/^ 

cos I ' cos I 



. coso" . sino" . 

d^ =r - . - .- dp -. 7 dq\ 

Sin I '^ sin I ' 

... siiio-' , , coso-' , , 
di' — r. dp' H .,- dq\ 

COST '^ COS I 

, , cosij' . , sino"' , , 

dj' — ^ — Tf dp' ; — » da ; 

sin 1' '^ Sim ' 



ct il viendra pour les expressions precedentes de rfP, rfQ et rfK, en introduisant 
p, q, p'y q\ au lieu de ex, /, ex' et t\ et reduisant, 



I ^P=i — /io3cQrfr— COS- cos(o -h N — No) — ^. — sinfo -t- \ — No) 

I 2 L • ^ COSI ^ 



cos/ 



COS 



- [cosC'^z-^-N - No) -^, - sin{^4-N - >«) -'^-'^ 1 ; 
2L cos I ^ cos I J 



./Q 



(32) 



= /ioaP^/H-cos - siii(o 4- iN — No) — ^. 4-cos(9 -hN — No) — —. 

" 2 L ^ • ^' cos* ^ COSI J 

— cos- sin('J;-h N -No) — ^ -r cos(J> -h N — N©) -^-^J ; 
2L COST ^ cosi'J 



i/K = /<or^<i^ -h - tang - ( cos? — ^. — sin? — '—. ) 

2 2 \ ^ cos £ ^ cos / / 

H — tang*(cos7 --., — sinJ; — —^A' 
2 2 v^ ^ cos*' ^ cost J 

Nous pouvons d'ailleurs calculer ^ et ^ par les formuies (.5), dans lesquelles, 
d'apres le n** 130, nous devons remplacerZ par 

m' ( i I \ , m' ( \ > \ I . / ^ I X • f 
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3i4 

ce qui nous dounera 



CIIAI»niiE WII 



(33) 



\ -^ — Ac-OS/ ( -.- n I //'siuJ siiit^sui (i''— ^), 

-' zuL— - - /icoii ( -.- ir Sill.! COS i* sin ((' —<}')• 

. (it \-\-m \A» /•'/ 



Cola perniet d'ecrire coninic il suit les formules (32) 



(JV 

iU 



— /'o3cO-i U I 7;. — -,- ) //'siiiJ COS - sin(i'' — ^'^sinCi' — 9 — N-4-No) 



J 

cos - 



7 ^^-^^O' "77 -f- SMI 7 -7- h 

COS/ \ lit at ) 



(34) 



(it 



ii^olV ^- — li ( -TT ^ I //'sin J COS - sin(i'' — ^)cos(i'— o — N-hN.) 

\-^ m \A' /•^/ 2 



J 

cos - 



dl 



— - -_r: //y/j 



2 / . , dp , dt V 

;, siny -5- - cosO -f- , 

COST \ «/ dl J 

- J-^r;;^^* I A^""7^j /7'sin» - sni(r-v)sin(r -•» 
' . J I / , dp' . , ^/v' \ 



oil Ton a fait, pour abreger, 



(35) 



0--d. --N4-N,. 



138. Nous allons introduire 'i^> ^" et-^- Nous avons, d'apres le n® 134, 






— /•*-!- /•'*— 2/7' 11, 



11 -~ cos(r— 9) cos (i^'— ^) -T- sin (r — ^) sin (f' — ^)cosJ 



On en conclut 



Oil 
03 

Oil 
Oo 

Oil 

O'i^ 



/// 



f 



I 4- fn 



ni 



i-\- ni V A' 



(i "" P') ''' ^*"(*'~ 9)sin(i^'-^)sinJ, 
Xi ji) /•/•'Lsin(i' — 9)cos(i''— ^^) — €08(4^-- 9)sin(i''— 'V)cosJ], 



^ T^i \h "~ /■^) '"''[^^^^l^' — ?)^'"»(^''--'>)- ^"^(*'- T')^^s(^'— 't')cosJ]. 
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On tire onsuite des formulcs (38) et ( io) 



riV — cos - sin (\ — No)^/.J -+• ^sin - cos (N - \o)^/N, 

r/O — cos - COS (N — \ft) /'/.I - ci sill - sin ( N — N,,) r/\, 

I 



{fS = — n^otdl — - {(h ^r fP^)f 



d'ou 



(36) cos - fU ^ sin (N — No) riV -^ cos (N - \J tH), 

sin - (-'xn^oLilt — rh — d^) — cos (N — No) dV — sin (N - NJ r/O. 

Cos deux dernieres relations donnont 

cos (N - X)dP - sin (N - No) dQ 



(3-) ^^ — -f-/?o(Tr) — x)dt'-dK 



. .1 

risin - 



(38) d'l— —rioi-n -^ ot)dl -^ dK^ 



. .1 

2SIII - 
3 



Lcs formulcs (36), (37)01 (38)permettentdo lire immedialemont los valours 
dos dcrivees parlielles de J, 9 et ']f par rapport a K, P et Q. On a, on ayant egard 
a cos valours, 

d^ dftsin(N-No) /c>£2 r>a\ cos(N — No) 






cos - ^ • asm - 

^a_f)Q ros(N — No) . /f)a^f2?\ sin(N-No) 



cos - \ . T ^j,jj^ _ 

a s! 

d'oii, on remplagant ^> -t-> -tt par leurs expressions precedentes. 






2___ m^ /_!_ _ _i^\ ^^,g.^ J r2sin(r — 9)sin(t' — 4/)sin(N -No)"] 
* n-m\A* /'v 2] H-sin(«'-Hi'' — o — 4')cos(N — No) I 

da _ m' (i^ _ _i.\ rr'Qin ^ [ ^^''^i'' " ?) Sin(r'- 4/)cos(N - No)] 

(Hi ~'" n-m VA=» r'V 2 [ -sin(i'4-r'— ? - 4^) sin (N - N.,) J 

Ti7 = I -r: r: ) rr COS* - X asm <• — c' - o H-'^). 



iid 
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On tire dc la ies combinaisons suivantes : 



J dil 



COS' - 



- H- 7 P -rr ~ ( ~ -J ) rr smJcos - sin(i'' — '»sin(r— © — N-HWo)» 

( -r; n ) rr'sinJcos - sin(r' — 'WcosCr— »— -Nh-No)» 

I -h //I \A' r'* J 1 ^ ^ 






I -p /// \ A* /• * / '?. .r \ T f 



Des lors, los formules (3i) devionnont 



.1 

ros- 



-77 -^ - /',.3C0 — /' COS»- -f- yP-.rr H , COS 9 -f^ -+-Sin0-^ It 



(39) 



d^ 

1 fit 

dK 

dt 



J 

cos - 



/?o a P -^ // ( cos' - -t; — 7 Q -iT- I -^ I SI" 5 -3- — COS 9 -7- 1 

\ :« f>P 4 f)K/ <<»S/'\ f// ^/ / 



"o TO 4- 



— ;-;f(o'^-^')™"-(o^-''^')"-']- 



4 COS - COS/ 



Ce sont Ies formules cherchees. 

L'equation (3:j) montre que, si Ton nefi^lipe N —No, est egal et de signe 
contraire a '^ = XTi, longitude du na'ud ascendant de la Lune sur recliptique. 
En combinant la relation (3j) avec 



on trouve 






On detorminera a et y) de Airon que P et K ne contiennent pas de termes pro- 

portionnels au temps. 

139. Peut-etre ne sera-t-il pas inutile de donner Texpression explicite de £2 
en fonction de P, Q et de K. 11 suffira evidemment de faire la chose pour H. On 
a Ies formules 

II — cos*- cos(i' — r' — o -^ 6) -1- sin*- cos(c -^ <•' — o— •!»), 
P -: 2 sin- sin(N — No), Q — t sin - cos(N -- No), 

9.N --. TTo -^ Tt'o — O — ■,}/ — .iNoXt, 

3 K ::„ — r'„ — o ^ 'h -^ '^ n^rt t. 
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qui permeftent de resoudre la question. On a d'abord 

sm' - =z 7-^^* cos* - = I 7-^ ! 

2 a 2 U 



iVoii 



p 

N — No 4- arc lang ^ > 



XT (Q* — P*)cos2No — 2PQsin2N„ 

C0S2N=: ^-^= i^^ >c o 



sin2N = 



P*-hQ* 

(Qj _ pi) sin2No 4- 2PO cos 2N0 



P^ -h Q- 

9 — 4' = ''fo — T^Q — 2K-}-2 riofi /, 

9 H- ij; = TTo -+- ?:'<> — 2 N — 2 no a /. 

On en deduit aisement 

/ pj-f.Q«\ 

H = ( I j-^ J cos(r — v' 4- 2K — ttoH-tt'o — 2/iot)0 

^ I (Q' - P*) COS((^ -4- v' -h 2N0 — TTo — < 4- 2/I0 (Xt) 1 

4 L ~" 2PQ sin(r4- r' 4- 2N0 — tto — iTy 4- 2/1© a^) J ' 

et la question proposee se trouve resolue. 

On en lire 

dN __ Q c^N _ _ P 

c^P'^P^-hQ-' ^Q ~ P«4-Q*' 

2-Tp = — Pcos(r— r'— 9 4-4')-+- Pcos(r4- c' — 9 — 4*) ""Q sinC*' -+- ^'' — ? — 4')» 
(4o) ] 2 -r^ =— Qcos(c— r'— 9 4-4')-»-Qcos(r4-r' — 9— ^j^)-!- Psin(r4- t^' — 9— 4)» 



dn ( P*4-Q«\ . , , ,, 



On voit tres nettement comment la fonction perturbatrice depend des quantites 
r, p, P, Q et K, qui ont donne lieu aux derivees partielles 



dfi ^ d|fi ^ t ^ 

dr' dv' c/P' dQ dK 



considerees plus haut. 



Remarque. — On sait que rattraction des planetes sur la Terre produit un 
faible deplacement seculaire de Tecliptique; on pent* avec une approximation 
suffisante, admettre qu'en vertu de ce deplacement on a 

— - *' = b — !- ^ = c 

cos«' di ' cos«' dt ' 



3i8 
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ct considorer h ot c commc constants. Cherchons les perturbations correspon- 
dantcs de P, Q et K; nous aurons a rcmplacer, dans les equations (Sp), -^ et 

^par leurs valeurs precedentes. Le terme introduit dans -^ sera n6gligeable« 
parce qu'il contientTun des factours P ou Q. Nous pourrons nous borner ^ 



On on tirora 






h cos 5 -H r sin(?, — ^ - - /> sin 9 — rcos^. 



5P^ 



n^{ a -h Tj) 



sin(; - 



oO ~: rosO — 






COS^, 



sin 9. 



P etQ n'ont done pas d'inogalito seculaire on correspondance avoc le deplacc- 
ment progrossiTde rocliptiquo; il n*v a quo dos ine{2:alites periodiques dent la 
periodo estcolle dos nnendsde la Luno. 

140. D^veloppement de la fonction perturbatrice. — Kn developpant sui- 

vant los puissances do -. on a 



o -- 



O " - __ 






I # 

m t" 



m 






3 



£2'-M-..-,_^- Z_(2n'. -11). 



£2''-- 



/?? 



••v 



I -+- /// / 



-(-,p_-,p 



I 



S ./ 



avoc cof to valour do H (p. 3 1 1 ) 



II — cos* -ros(i' — (•'— -5 -u -1^) -u sin'-cosCi" -«- »'— 'v — •!/), 

II — cos' 'cos [/ — /'-+- nnf(y — r'— 2r,) -^ '^K ] 
-+- sin'-cos[/-t- 7'-4- /io'(r -^.v'h- '>a) -+- ^iNJ. 



Pour commencor, on emploiora los valeurs olliptiques de r, /^, /"et /^; on 
prendra aussi 

N .= const. ^T No, K- : ronsl. — Ko. 



TlilllOKlli: i)E L.V LUKE i)E IIA.NSEX. 3 I C) 

Les valeurs deja introduites de o) et co' donneroiit 

( (o — /*„/(/-+- a- -y^-f- No H-Ko, 
(^ I) < 

/ (o'— /ig/(^'-h a 4-rj) + No — Ko; 

CO est la distaDCC moyennc du perigee iunaire au noeud ascendant de ia Lune, 
oj' est la distance nioyenne du perigee solaire au ineine noeud. 

On ecrira, pour abreger, / et /' au lieu de J et /'. On a 
d'oii 

— =T^(^r(y(^)"a"'-o- 

On pose 
il vient 

-'=«K9'(p)"(^"--0- 

On a 

11= ( I — - sin* - j cos(/ — /'-h CO — - oj'; H- sia*-cos(/-i-/'^- oj-hoj'), 



d'oii Ton deduit 



'2 '2 



puis 

aO(*)=i //} ^^y^p y[p, 4- ;3,C0S('i/— V^- 2W — 20)') -+- P, C0S(2/-+- 20)) 

-4- P4COS(2/'-h 20)') -h ;3gCOS(2/-h 2/'H- 20) 4" 20)')]; 

avec ces valeurs de p,, . . ., ^5 

Q ' 3 . , J 3 . . J 

Pj ^ 7 sin* - 4- - snr -> 

42 22 2 

Pt = 7 sin* — h 7 siir - > 

•^ 4 ^ 2 4 2 

3, ::z - Sin- sur - ~ 04, 

^2 2 2 2 "^ 

3.-7 Sin*-. 
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Les arguments 2/ — if 
(les deux arguments 
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20) — 20)', . . . sont (les combinaisons tres simples 



/ — /'-t- (o — ^jj' el / -h /' -r- 0) -r 'jj'. 

On voitqu'on aura a developpcr maintcnant, suivant les cosinus des multiples 
des anomalies moyennes ^ et ^"^^ les quantites 



,.j ,.« 



>.s 



-=> -jcos-i/, --sin a/. 






Suit pose 



^- =--^P(')cos/V, 



^i,- -2*^^'^^osiV, 



^ cosa/— ^ Q;," cosi>, pjeosa/'--^ IS'/' cos T^'', 
-^ sin a/.- > Q;» siiw>, -tj sina/'^ V (i'^sini'^'', 

oil les sommes s'etendent a toutes les valeurs entieres, positives* nulles ou nega- 
tives de £ et i' \ on a d'ailieurs 

Si Ton a egard aux ibrmuies 



H- • -t-x 



^Ei/'cos^'X T]Fi;''c«»s<'r.'''- 2 2*'''"*''-''^''^^'^ 



/ ..' 






-T- • 



— X 



•4-* 



ae ■ ■ « 



-<- • -r- • 



\^ Eg'^ cos /^' X ^ Fy ' silW '^''' ::: 



22*^'-'*'"'"^'"^' 






— ae 



-+■ 30 



2e;* shw> x2 1*7' siiwV'--2 2*^^' '•V^^«^('« ■^- ''^''^ 



oil E et F sont des quantites queleonques, assujetties seulement a verifier les 
conditions 



vi. _ p -r K ' _ p -' y-i) y i. y.i . __ y -u 
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il vient immediatement 
puis 






oosf 5iri) — ^•'i)') 



-+- 



-z COS 



SI 



(^) ^^^^/(p) ^'"^•^'~(^) ^'*"^/(p) C0S2/' sin(ao, _2m') 
(aw -aw')r2Q:.''cosi^2r.;f''cosr^''-+-2Q'''sin/>2 



H- 



in (2 w - 20)') r^Oc'* cosi^^G/' sin «V' - ^Qi" sin/^^Glf' cos*vl 

COS ( 2 w — 2 w' ) V 2 [ Qc ^ ri;r' — 0;'' r./* ] cos ( /- -+- /' g' ) 

sin (2 CO - 2co')22tQ^''^'i"~ <^i'''^''"l ''"(''^' -^ '>'^ 



les parties du second membre sont egales, car, en changeant dans la premiere 
< en — I, on trouve la seconde. II reste simplement 

\a) (7) C^S(2/ -2/'-h2f,) — 20)') 

on trouve de meme 

f^y(?y C0S(2/^2W) =22 [Oc'^ + Oi^'lK^HcOSC/^ + lV+^Co), 



/ ,. \ J / ^' \ J 



(H (pj C0S(2/' + 2«')=22P"'[*'''"-^^'''1 C0S(/^ + /V+2w'). 

=22 [Qi" + 01"][G:?'' + Gi*"] cos(/^H- !>' + a« + 20.'). 

4i 



T. - lU. 



^22 
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On pourra ecrire finalement 

en faisant 

aa, = u]^,^Q<n K(n cos(i>-^ /V+ 26)), 

On a ecrit, pour abreger, un wseul ^ ^" ''^" ^^ deux, et I'on a mis Q^*^ et G^''^ 
respectivement au lieu de Q;;' -+- Qf et G^^ — G';\ On trouve 



2 



8 191 



Ces series sont tres convergentes; on volt qu'elles contiennent seulement r, 
ou e\ 

141. La fonction Q^^^ contient H*, et se compose de sept parties difTerentes, 
quant aux multiples de to et (o'; deux d'entre olles sont insensibles, et Hansen 
prend 

£2'^ nr £2e -4- 12, -+- o, f^ £2, -^ 12,0. 

D'aprfes ce que Ton a vu, page i85 de ce Volume, on doit, pour tenir compte 
de Tattraction dc la Lune sur la Torre, multiplier les cinq parties prec^dentes 
de la fonction perturbafrice par 



Si Ton fait en outre 





).- 


1 — nt 




I -H /;? 


a 







o 3 33 J t") . . J 

a 5 l5 . ,J if) . . J 

^ L\ 2 2 2 

/a I'> . J !.*> J 
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ii vieiit 



(43) 



on a 






A(-») = 



(3, 2A<')C<-'')cos(/^-+-i'^''-i- C04- (o'), 
^to^A^'^D^^'^ cosiig-^i'g'-i- (0-30)'); 



^e* 



128 
•i3 



A(-,)^ - e' + ..., 



Q*J = —e'^H- 



12 



C^») = 



1 J 



= 8'^ 



fl 



• • • » 



La fonction 12^'^ peut s'ecrire 



4 8^ 



n 



On trouve, en gardant seulement les termes les plus notables, 



8 '^ 4 



on peut prendre 



8 64 16 2 j6 "^ •' 

45 J 35 

H- ^sin*-cos(2/'-+-2w')H- 37Cos(4/— 4/'h-4w — 4w'); 
10 2 04 



et il vienl 



a£2t») 



(44) 



H — ^ix^u^e'cosg^ — jlx*u*ecos(ff — 2^''-i- 2(o — 2w') 

K. / ** f 

H ^^*a*C0S(2^'— 2^'-^ 2Ci) — 20)') -h -^]UL*M*sin*- C0S(2^'H- 2ci>') 



— ^fx*i/«ecos(3^' — 4^''-i-4oi — 4w')-t- g7f^*"*cos(4.^— 4^ 

35 

■5-fjL'a*ecos(5^ — 4^'-+-4w — 4w')' 

02 



4w — 4co') 
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Leplus grand elTct de ces termes se reporte sur les mouveinents du perigee 
ct du noeud. 



142. Revenons a I'expression (23) de -^ • Posons 



(45) 



nndt 



= T + 



y 



v^'-^i 






Ji-K*;-)^] 



ce qui defmitT. Nous substitueronsd^abord les elements elliptiques dans T, ce 
qui nous donnera 

rp I r^? / /• X . cos(/— cp)— il e^(«i2) 

To= ,- -^ COS(/— -j) — I -t- 20 -; \ — -^i — 



1 



y I — e 



-7.sin(/-9)/-— ^. 



On a supprime les indices o quand ils n'etaient pas necessaires : ainsi, dans e 
et p. On va introduire-3- et -t-'^m lieu de-r^; on a d'abord, en reunissant les 

^ oe og or 

termes en p cos 9 et p sin o, 



Tn::^: 



^) 



sj 



if 2p 1 d{a 

-T — '- -COS/+ — ^ r 1' Sin/ J 

^^^)\l^,,f^ ^i"/ 1^)_eos/^^|. 



Or on a identiquement 



I — 



2p 



t/(l — e*) 



^ — 3 -H 2 



rt ( I — £'* ) — p 



^ 2 0eC()SQ 
— 3 H ! f » 



etil en resulte 



T. 



3 d(ail) 



v/— 



►1 {>i' 



2pOOSQ FA/ ^ 

20sin9 V/a . ^ 
^ - sin/ 



¥- I -4 ^ ^ sin / — 3 

i — ^ — — ^ cos/ -^3 — • 



On pent transformer cette expression comme il suit : 

2psin9 /^o;.»/- sin/ '^ c^(flri^) ^ ,,^„ /• ^^^^^^)1 



T — 

1 — 



/i _ />* 



■/flr . - sin/ \ c^(flri^) , 

-sui/H ^ -^^^ — - —a cos/ 



a v I — e 

10 coso -h 3<7e r/« 



c)r 



I I 



cos f -\- e\ {){a^) 



coso -h 3^e r/a - cos/h-^A 

(aecosf I -^ e co^ f\ d i ft il^ 



Ov 



! m 



r 



I — e' 



Ov 



^- ae's> 



a sin/ — 5 
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Or on a 



Or _ aesiii/ 

<^g v^i e^' 




Ov a\U e* 


^^cos / 1 -+- ^ cos/ 

— ' — "+~ T~? 




rs/i t'« (, e.)i 



c^t' a sin /* sill/ 



d'oii 



(^(flri2) I /aecosf i -i- e vo^ f\<){ail) aeaiufOiaQ) 



df 



_ I /aecosj I 4- ^ros / \ (/(</i5) rt<?siiiy (/^ai^) 



et ensuite 

c^(a£2) I d(ail) _ e /rtcos/ cos/4- e \ d(ail) -+- aeainf d{ail) 

11 en resulte enfin que Texpression de T© pent s'ecrire 

/rA\ T- 5f)(«ii) , i/apcoso \|"c^(rti2) I c^(a£2)1 , ?. p sin9 (^(fl'ii) 

dg c\ a Jl dg v'l-e* <^'' J ay/i — f* ^^ 

143. La derivee ^ qui figure dans To se calculera bien aisement en partant 

des ibrmules (42) et (43), puisque g figure explicitemenl; il en est de meme 

de -3-> car on a 

dil dil 

di^ doi 

Pour obtenir les coefficients de ia fonction 



ir(^(a£2) ^1 d(aa)l 

e I dg y/[Zlt* d^' J 



on volt que, dans les formules (42) et (43), il faudra d'abord changer les cos 
en sin, et ensuite employer les multiplicateurs 



poura^i eta£2^, 

- \ M a 12,, a 12, et afii, 

*^ c^i — e* 

i I 

» al2(, a£2, ct a£2iQ, 



•I 

» aQj et a^. 



v/.- 
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La derivee-g- se fonnera immediatenient, puisque les fonctions 1f^'\ Q^'\ 

A^'\ B^') sont donnees sous la forme de series proeedant suivant les puis- 
sances de e. 

Si Ton pose maintenant 

-!- h 3e= 2ef cosy 4- 2efi cosay -H . . . , 



oil Ton a 



'20 sill Q 
'^^ ^ = 2 J' silly H- 2 J', sin2y H- 



8 192 9210 

8 192 9210 



• ) 



les coefficients S et f seront, comme on le \erra bientot, les seuls que Ton ait 
besoin de connaitre. On a maintenant tout ce qu*il faut pour proceder au deve- 
loppement periodique de To- 

Hansen represente par T,,..., T,o les diverses parties de To qui correspondent 
a(2(,...,(24o» 6t ii obtient sans peine les developpements correspondants. Ainsi, 
par exemple, on a 

— (2^cosy 4-. . . ) i i/JPiV iPt')K<'") sin(i> -+- «V) 
4- (2.7'smy +. . .)«??. 2 ^ KC) cos(*> + tV) 

+ «? Pi ^ I — «' + «^ -^^ J K" ' SU1(-/ -h *6' + «V ) 

Oil ti'ouve ainsi 

+ «<J|3,2 P*'''Ii"'' sin(± 7 + iff -h «V). 
T, =:. 3«i|3,2 'Q"'G<'' siH(i6' -t- i'ff'-i- aw - aw') 

+ «i Pi 2 Q*'''G<''> sin ( ±: 7 + Z^' + <V -r a co - a w' ) . 






-t- /A' + r " 
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T, = 3 *<» (3, 2 'Q'" KC) sin ( i^f + iV -+- 2 M ) 



M 



T»= 3m 



« 



T, = 3*« 



It 



P*2 P*'''G'"''' sin(± y -t- ig + i'g'+ 20)'), 

P. y 1 0'" G<-'' ' sin ( 1^ + jV + a w -h 2 0)' ) 

(3i2 Q*'''G'-''' sin(± ■/ + i> + iY + 2w 4- S6)'), 



T, = 3>fXM{ (3,2 tA<"C"'> 8in(«> + »>'+<•> - «•>') 

-+- )i(*«J|3,2 A="''C"'' sin(± ■/ 4- iff + <V+ <« - «"'). 

T, = 3)l(*a;(3,2 BOD") sin(i^ + iV+ 3w - 3w') 

4- X/aiM*|3,y B±'.'D"'>sin(±y-f-i>4-<V+3« — 3'.)'). 

T, = 3)lfx»«J|3,2 iA"'C<-''' sin(i> + fg' 4- 6> + w') 

-I- >|*«lP,yA*'.'C'-''>sin(±y4-/>4-«V4-w4-w'), 

T, = 3 > (* M* p, 2 'B'" C '') sin ( ig 4- iV -+- 3 w - w' ) 

4- X|uiM*|3,2 B*'.'C"' sin(± -/ 4- e^g- 4- i'g' 4- 36> - «'), 

T„= 3X,x«J(3„2 lAWD") 8in(i> 4- iV + « - 3w') 

4- >fxa? p„2 A<±'."D<''» 8in(± y 4- 1> 4- tV 4- « - 3w'), 



oil Ton a pos6 



p±i,/_ 



_i,f pro 4:^-^', 






^ "ST' 



A*'.' = 






.T^A'^db.T 



f, <JA<'> 



B±t,/ — 



(- 



ey/ 






.f B<'> ±L .f 



dT' 

, dB"> 

de ' 



3*27 
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Hansen donne ensiiite explicitement les series procedant suivant ies puissances 
de e qui representent 

p-1,0^ p-i,. ^ p-1,5^ p-'-«, p-«-«, P-'-», 

Le calcul simple de To est ainsi pleinement assure. 

Hansen donne aussi le calcul approche de la portion TJ,", qui correspond a 
iP^\ mais je ne crois pas necessaire de le reproduire ici. 
Hansen introduit, a cote de To, une fonction auxiliaire 

qui constitue seulement une partie de To, de sorte que Ton a 

To=rio-h -J-—— — n-sio •-— — --r— . 

V^i — e« L a(i — e') J dv 

On a, comme on le voit aisement, en designant par G, , Gj, ... les diverses par- 
ties de Go correspondant a Q^, Q2, . . .^ 

ce qui tient a ce que, dans ces deux cas, on a 

d^, da, 

Dans tons les autres cas, G et T sont diTfercnts. Hansen apprend a former 
les developpements de G., ..,G<o: mais ce que nous avons explique pour T 
nous parait suflisant. Les developpements sont de la meme forme; seuls, les 
coefficients different. 

144 . On a considere dans To les developpements periodiques des deux fonctions 

apcoso ry 2psino 

-^- '-h^e et — ^, 

a a 

et Ton n'a forme que les termes en cosy et siny. On a pu operer ainsi en vertu 
du theoreme suivant : 

Soient G et H des fonctions de / seul, Texpression 



\ a 2 / a 
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peut etre developpee sous la forme 



COS 



^^^«'*'^i*y^^t + ?')> 



X -— 



oil X designe un nombre entier, mais p et P' peuvent avoir les valeurs les plus 
varices. II s'agit de calculer a^'*=^^ a^=*=*\ . . ., connaissant a^*^ et a^~*^ Hansen in- 
troduit le developpement de p^ 



2- — iH — e* 4- 2 7 R^'^^ cosxy. 



Or on a (t. I, p. 219, 220, 225 et 226) 



p cos 9 3 ^ ^Jx(xe) cosxy 



a 2 " ' " ^ de X* 

1 

a e ^1^ ^ ' % 

1 

p* 3 , / V7 1 / V cosxy 



On en conclut 

2Jx(xe) 



R^'^^ — - 



x« 



pcos9 3 ^ fl?Rf*> 



a 






p sin 9 v^i — e' 



a e 

1 



y xRt^^sinxy, 



r =r G > —j-~ cosxy — H ^^ > xR^*) sinxy. 

La valeur x = o est exclue, ou plutot le terme non periodique de T est nul. 
Supposons maintenant 

- iG = 2V cos(a^-+-(3). 



2C 

T. - III. 4a 



2Wsin(a^H-a). 

2C 
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II viendra 



-4-te 

T-- 



i^fv— ■' -^xWR"")cos(x-/-i-«f-t-(3) 
+ ^ 2 y^ - "WR'")] cos(- xy + at -h P). 

— OB 

Or, en changeant x en — x, le premier terme de F s'echange avec le second; 
on peut done ecrire 

(4?) ^ = 2 ^^""^ cos(xy 4- a/ -h ?), 



en faisant 



de 



Rappelons que a^®^ = o. 

On a, en mettant — x et ii= i au lieu de x, 



de 

de 

dW^^ 
a(-rr-. v^^^ WR » , 

de 



On en lire d'abord 



2C/R '^ ' ~ 2K<»> ' 



de 

puis, en portant dans les expressions de a^'^^ et de ol-^'^\ 

(48) 

oil Ton a fait, pour abreger, 

dW^^ 

R(x) 



(49) 



2 


t/R(»> 




rfe 




■'^w 


0(x) _ 1 





-"- ^ H<T7 



- X 

de' 
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Dans ces formules, on ne doit pas attribuer a x de valeurs negatives. Les rela- 
tions (48) constituent le theoremc annonce; on pourra s'en servirpour calculer 
a^2\ CL^^\ . .., a^-2), a^-'), . . . connaissant a^*^ et a^-*^ On a, par exemple, 



on en conciut 



U(»J=:- 



1V«) 



R'^= — 



Rt*)- 



8 "^ 



I 



.& 



r.2 



6'* -f- 

I 



4 

8 ^ 



6'^H e' e 



i-i 



9-e' 



96 



ia8 



I A I > 



r,<«) = 



yi(3) — 



I 

- e 
2 



8 "■ 



o 



3 , 

16 



128 



f' 



ri<*) = 



yit*) = 



I 



3 ' 



*^ 



4 



120 

38i 



e* — 



1 2.) 

384 



^<*>=— -r- t'' — 



I 



9(3) --_ 



48 

3 
128 



e* — 



192 

I 
64o 



4o 



II suffira done d'effectuer tons les developpements, en ne prenant que les 
termes oil y est multiplie par it: 1; on en deduira ensuite, tout a la fm, avec la 
plus ^ande facilite, les coeflGcients des termes dans lesqueis y est multiplie 

par it: 2, it: 3, On n'aura pas besoin d'aller bien loin, car e est petit, et 

Y]^^ est de I'ordre x — i, G^'^^ de Tordre x 4- 1 . 

145. Occupons-nous maintenant du developpement des fonctions dont depend 
le calcul de la latitude. Nous remarquons que, en vertu de la definition meme 
de P et de Q, on pourra prendre, en faisanlN = No, ces valeurs approchees 



(5o) 



P = o, Q = 2sin— > 



JK. - — Ikn. 
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Nous ecrirons d'abord comme il suit les equations (Sg) 

J 

J 

cos - , , 

J 

,Q COS- , , 

— in /^oaP-;- /loC — ^^ -^ sin[7r; — No-+- K -- /io(a -f- r))/] 

cos- , , 

— — /'oTQ t-/^oD-r j (^"^ "^ P -^ jcos[7r;- No-t- K— /io(aH-r))0 

4 cos -cos/' ^ ^ 

2 

] (P^-Q~^)sin[<-No4-K-/io(« + Tj)/], 

4 cos - cos i' ^ ^ 

2 



oil Ton a pose 



.oB^-A^cos«-^^-^^P^j, 
,J)^_/,(^p_H-Q_j. 

Avec les valeurs approchees (5o), il vient 

„ I ,J da^ .^ I.J da^ 

l>0= ,— - COS'- -TTv-J l)o= 7 sin ryr-- 

y/,_e« 2 (^Q 2v/i--e* 2 ^Q 

Si Ton fait abstraction des termes dependant de -^ et de -^-> on aura 

-J, — ; COS* rpr-, 

nodi i/i_e» 2 t^Q 

ff6K _ I . J da^ ^ 

riodt" 2 y/i — e* 2 OQ ' 

d'oii 

. J 

sin - 

aK rn ^ 5l>. 

2 COS* - 
2 
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Cette relation est encore tres approchee dans les approximations suivantes. 

Soit A le terme constant du developpement de -jiyl on aura, en ecrivant que 

P et K ne contiennent pas de terme en t, ou que les seconds membres de la 
premiere et la derniere des equations (5i) ne contiennent pas de parties con- 
stantes, on aura, disons-nous, 

— 2 /^o a su) — A cos* - =^ o, 

2 y/i — e* 2 



d'oii, en eliminant A, 



//yYj H , A sm - = o, 



Tt r- alang'-; 



cette relation subit une correction sensible dans les approximations ulte- 
rieures. 

146. Occupons-nous du developpement des quantites B et C, definies par les 
equations (52). On a 



d'oii 



2sin-sin(N — No) = P, 2Sin-cos(N — No) = Q, 

sin*-= J (P«-+-Q«), 
2 4 

sin* - — -4 (P*-+- 2P»Q*4- Q*), 
sin»- sin2(N-No) = -PQ, 
sin«icos2(N -- No) = 7(Q*- P*), 
sin* - sin2(N - No) =r i (P»Q -+- PQ»), 

2 o 

sin* ^cos2(N - No) = ^(Q*- P*), 

sin* - sin4(N - No) ^ 7 (PQ'- QP'), 
2 4 

sin* ^ cos4(N - No) = ^ (P*— 6P*Q« 4- Q*). 

II est facile, a I'aide des relations precedentes, d'introduire P, Q etK dans les 
expressions (42) et(43)deO,, O^, ..., £2«o- II f^ut encore cependant serappeler 
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les formules de la page 3 1 1 , 

0) = No-h K 4- /<o(/ -+- « — ^)^ -+- (N ~ No), 
w'= No— K -h /io(/-^ a -^ ^)^ -H (N — No). 

Prenons, par exemple, 

aa,= u\ f- sin* - - - sin* -) V ^^'^^^'^ ^os[ /^' h- Z^' -^^ 2No4- aK 

-h/io(2/H-2a — 2r))^-h2(N — No)]. 

Nous trouverons, en posant 

e,l, = 1^ 4- i's^' -^ 2No4- 2K -f- /^o(2/ -h 2a —- ari)^ 

al23=: u\ ^Q^'^K^''^ f ^ (z Q*- 7^') ^^^^ ~l^^ ^'""^ 

- ^ (Q*— P*) cos.l> -h ^ (P»Q -h PQM sinJl,!; 

il n*y a plus qu'a reunir les termes en cos<vl> et sinx. 

C*est ainsi que Hansen a obtenu les expressions de £2,, . . ., £2io (p. i55). II 
est facile de former les derivees -^y ••> -j^> ^, ••> "^iT' ^P**^^ quoi, les 
formules (52) donneront les expressions des diverses parties 

ijif • • •» 1^10 oe 13 f ^ly ^2> • • •» ^e Li 

elles montent au cinquieme degre, relativement k P et Q. 
Pour la premiere approximation, il suflira de faire 

P=zo, Q = 2sin — • 

2 

On trouvera ainsi les expressions de la page i58; je me bornerai a en repro- 
duire seulement quelques-unes 

B,= -^(f - 3sin'^-+- ^sin*i)sin^2Q^'^^^''^^s(/^4-iV-^2a)--2a>'), 

9 

On voit qu'on passe bien aisement du developpement de 7== si ceux de B|, 
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Ba, . . ., C,o» en multipliant ies coefficients par des facteurs convenables depen- 
dant de J, et changeant au besoin Ics cosinus en sinus. 

Hansen dit que la methode des coefficients indetermines n'est pas d*un usage 
facile, parce que Ies inconnues sont loin d'entrer seulement au premier degre. 
II prefere arriver au resultat par la methode des approximations successives ; il 
insiste sur la necessite d'eviter Ies operations qui diminuent la convergence des 
series, comme par exemple le developpement des di viseurs suivant Ies puissances 
de m. 

147. Dispositions pour le calcul des termes d'ordres sup6rieurs. — 
Reprenons Texpression de T, en Tecrivant comme il suit 

T = ./,.[e?cos(7-9o)^-^e:Mn(7-9.Vf] 
ou bien, mettant a a la place de a^, 

rr 2/io fPo /-7 \dail Po . /-7 \ daill 



y-T y^ ^ #c J ix^Kfo \j YO / ~" ' J ""3 ^ "1 



-h^rx X2/Jo — 7[c0s(/— cpo)— »] 



On doit y remplacer r par r(i -f- v). Posons 



G 3= t cos(/ ?o)->— -+- t sin(/- 9o)r—- 

V I — e J L /• ^^*^ r Or J 



(53 /u = 2/io ^ i[cos(/-9o) »]"^> 

y/i — ej <^w ' 

£2 designant ce que devient 12 quand on y remplace r par r. Nous ferons 

(54) T"-(T--u-f5. 

Pour obtenir T lui-meme, il faudra, au lieu de r, mettre r(i -+- v). Or, £2 se 
compose de deux parties £2^*^ et 12^*^ contenant respectivement r* et r' en facteurs ; 

^comprendra Ies facteurs r et r*, et il en sera de meme de - — Soient T^*^ 

Or * r o(fi 
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et T^"^ les deux portions de T qui repondent a £2^*^ et il^^K On aura 
ou, plus simplement, 

(55) { ^ ^ _ L ; -■ __ 

T(f) -_ j(i) _^ G<*>(2v -h v«) 4- U^*) r~ (i -h v)»— il 4- i<*>(3v 4- 3v»4-v»). 

Les quantites £2^*^ et i2^^^ dependent de /, nz, P, Q et K. 

On peut operer de meme pour les fonctions B et C. En se reportant aux for- 
mules (52), on posera 



B = , ( cos' - -TTY- -f- 7 P 



C=: 



I / ,J daH 1 ^dali\ 



et, si Ton divise B et C en deux parties qui correspondent a £2^*^ et £2^^^ on trou- 
vera 

(56) { _ _ •- ^' J 

et des formuies analogues pour C^ et Q^K 

On voit qu'on a prepare les formuies de fagon a pouvoir tenir compte des 
valeurs troublees de v et t i . 

ho 



Hansen pose 



n n 



h h 

et il introduit partout w' et S -^ au lieu de v et de -^- On a d'abord 



Vziziv -\ w'-f- -fv'4-..., 

2 D 



,-_,a^.s(a|)--4(e^y, 
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il est facile ainsi de developper les coefficients des formules (55) et (56) sui- 
vant les puissances des petites quantites w (^io-p- 



La formule 



dh . , Oil 

di dv 



donne 



d'ou 

i a ^ IT. - ,io/l 2('' + ^t>)(2v -f- v«)| .// 

( — /^o/[i^*>^ i^*M3v-h3v*-r-v»)|^/. 

C'est ainsi que i'on calculera Sy- 

On peut aussi calculer autrement o-^, sans integration, lorsque nSz, v et j 
sont supposes connus. La formule (i3') donne, en effet, 

On en deduit, en faisant n^z = /lo^ -+- Cq -+- /i© oz, et supprimant Tindice zero, 

/jo -./-^o ^3r , . .. doz 



Ci?') 






V I r* rt* . 

^ I — i -t — ; — n oz , . 






"^ o ■:j;;r ( '* ^^ )* "^ • • r^'*' "^ '•'*)• 



Les functions 



T, (;, u, 1, ii, c. 



sur lesquelles repose maintenant le calcul des perturbations, sont des fonc- 
tions des quatre variables 

nz, P, Q et K. 

II faut trouver, par la serie de Taylor, les accroissements des fonctions 
T. - IIL 43 
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T; developfices suivant les puissances de «, oP, oQ et oK. On fait 

oil g est Tanomalie elliptique moyennc cle la Lune. On aura 

dg (}V OQ f)K 2 dg* 2 dP* 

2 f)Q* 2 ()K^ d/{f)V '^gf^w ogoK 

2 0g^t)V 2 dg^OQ ' 2 dg^oK 

2 fj^c^l" 2 dg dii^ 2 agOh* 

/PT /PT J'T 



-♦- 



On va simplifier un peu cettc formula en y supposant, comma on l*a fait a la 

page 332, 

ok- F^P, 



ou 

. J 

sin - 



2 cos* - 



On trouve que Ton pcut ecrire 



T To }- -^J"/i55 4-R3P-rYoQ [^(nozy-^'^ndzdV-, -J-zidcSQ 
Og ^2 dg^ dg dg 

~\- -83P»-h V3P5Q t -Z5Q» r ^ ^(/^5;;)'-^- - ^{nozyiP 
2 26 ag^ 2 dg^ 

2 dg* ^ ' ^ 2 dg dg ^ 2 dg 

oil Ton a fait 

I, dlu .,()To ,, d'W 

^-^~dr*'~''^dP~M'^^ 'M}' 
""c^Pc^Q diidVL' '' dQ* ' 
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Hansen condense ainsi cette expression 

^ ' og 2 dg^ 6 dg^ 



en faisant 



H = R -f- ^ /1 3:; h i ?? ( /i a^ )^ ^ - L 5P -+- M oQ, 



'o ^ ^r> 



N = Y -h ^ /I (5;: -r- - ^ (/I o3)»-+- - O o^Q, 



<^o 2 t)/'' 



M =r V -h ^ /I 5:?, 

148. Calcul du d6veloppement des quantit6s R, Y, S, V, Z. — Je vais 
prendre pour exemple les developpements de 

. J 
'"■ c^P '^ dK " <)P ,.l c^K' 

2 cos' - 
2 



On a 



On aura 



T, -: 3«»|3, y jQOG") sin(i^ -t- tV+ 2'i) - 2u') 

«;p, y Q±>.'G<''» sin {-±y-^ ig -+- i'g'+i<^ — au'), 

Pi =^ 7 sm* - -f- 7 sin* - =r 7 cos* - > 

cos - e/J = sin (N — No ) ^P -+- cos ( N — No ) c^Q, 






et, a I'epoque zero. 






cos- 

2 
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II en resulte 

-h wJP,^ 0^*''G(''> cos(:z y 4- ig -h «>' -f 2co — 2a>') 
Y,^^ 3t/j21'Q^'^G'''^sin(/^- ,v^'H. 2(0-20)') Kp^ ^j 

or 

. J 

fJ(3, cJJ 3 . J ,J "^^'"2^ 

-fr ^TS =^ sm - cos* - =1 =- p,. 

di dO 22 2 ,J "^ 

cos' - 
2 

Done, pour avoir le developpement de Y^, il suffira de multiplier celui de T^ par 

. J 

— 2 sin - 
9 



T-\ pour obtenir le developpement de Ra, il faudra employer le meme 

cos* - 

2 

. J 

— 2sm- 

multiplicateur j— et changer en outre les sinus en cosinus. On verra toul 

cos*- 

2 

aussi facilement ce qu'il y a a faire pour trouver le developpement de 

R|, 1\3, ...» WlO» *1» *8» •••♦ "Ljoj 

Les developpements de S,, V,- etZ,, pour 1 = 6, . . . , lo, ne contiennent rien 
de sensible. 

On pent maintenant faire pour B et C ce que Ton a fait pour T; c'est-a-dire, 
trouver les developpements de ces quantites par la serie de Taylor, quand on y 
augmente 2, P, Q et K de Iz, SP, SQ et SK. On aura, comme a la page 338, 

B r= Bo + ^° « 35 H- R aP + Y 3Q -h . . . , 
_ d\i, „ dBo 

Comme les expressions de /iBo et iiQaq ont ete donnees de faQon qu'on puisse 
lire immediatement leurs developpements sur celui de -^ on fera de meme 

pour les developpements des fonctions R, Y, S, V et Z, qui correspondent a B 
etc. On donnera, pour -— !__> ••, - !!!_-» les facteurs par lesquels il fautmul- 
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liplier chaque terme pour avoir le terme correspondant des R, Y, On dira 

en meme temps s'il faut changer ou non les cosinus en sinus. 

On a dit plus haut que la relation oK = — FSP est rigoureuse seulement 
pour la premiere puissance de la force perturbatrice. On va voir quelle deviation 
elle presente quand il s'agit des puissances plus elevees. 

Remarquons que, si Ton n'a pas egard aux termes en p et y\ la derniere des 
equations (Sq) est 

ce qui pent s'ecrire, en vertu des relations (Sa), 
/^ , ^K CP-BO 



4 cos* -- 



2 



Les formules 



P — 2 sin -sin (N - -No), Q ~ 2sin-cos(N — N©) 

2 2 



donnent 



P ^Po-hdP, Q -^Qo-HoQ, 

Pq— 2sin — sin(No— No), Qo~ 2 sin — cos(No— No), 



par suite 



P = aP, Q = 2 sin^ 4- aQ, sin'^ ^^U^^-^ Q*)' 



cos«^ := I - -!-(P' 4- Q*) = I - ^ (4 sin«:^ 4- 4 sin^ aQ -H aQ«4- ap«Y 



d'oii, en negligeant les cubes de SP et SQ, 



sin^ ,4.3sin«~^ 
' " 4- \-SQ+ !-7-aP»4- r^aQ«4-...; 



cos* - cos' — cos* — 4 cos* — 4 cos* — 

2 2 2 2 2 



on aura ensuite, avec la meme precision. 



Jo • • Jo 

sm— i4-sm* — 



— n B p H r-CaP — B r-^Q 



Hq at 2 -Jo / •Jo / iJo 

cos' — 4 cos' ~ 4 COS* — 



2 2 



J© J© o . • • Jo 

sm — sm — 1 ^ "^ ^*" "" 
H 2^CaPaQ 2^BaP'-sin- T^BaQ'. 

4cos*^ 8cos*^ ^ 8cos«^ 

2 2 2 
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On a d'ailleurs, par les formules (Sq), 



_, — - /loaO -H '^o B, 
at 



d'oii 



B=- — 



a^asin^-t-ao). 



II en resuUe, en portant cette valeur de B dans le second terme de I'expression 



de 



«,<// 



- » 



I -f- sin'~ 



^K ^_F-^-atang''i^^— — . oT-l p^B i-aF UQ 



® " :'i cos' ~ \ \ COS^ — 

U \ 2 

sin:!^ sin-^ 3 4- sin' ^ 
^BaP»H ^ CoPaQ-siii^ r^BaQ«, 

Scos^l^ 4 cos*- ^ 8cos*^ 

2 2 2 

oil Ton a pose, comme anterieurement, 

wo 

Sin — 



2 cos' — 
2 



Si done on fait 



5K=-F3P + a,K, 



Xr= — iL_-ap_ I / L_^ -f aF«\B-!-«F laQ 



(6o) 



4« VO 
COS* — 
2 



[(^r'^)"-"l 



•Jo .J© o.'—^^O 

Sin— sin— , 3H-sin* — 



BaP»-i VCdP^Q-sin^ i^BdQS 



8cos*^ 4cos*^ ^ 8cos«^ 

2 2 2 

on aura 

(6.) __^^_«,ang--+X. 

Telle est la formule qui permettra de calculer S^K. Hansen dit que X n'exerce 
guere d'influence que sur les mouvements du perigee et du noeud. Les perturba- 
tions SP, SQ qui dependent de dp\ dq' (p. 3i8), et qui sont ici negligees par 

Hansen, ajouteraient au second membre de (6i) le terme -h tQ — ^• 

149. Substitution des valeurs num^riques dans celles des expressions 
pr6c6dentes qui sont enti^rement connues. — Hansen donne les valeurs nu- 
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ineriques adoptees pour /i„. e„ J„, «'. <?'. ny, m, m'. II en coiiclut les valeups de 



— — — — — ■ */ ' ''• '" ~ J _ I ■— "' 

puis de 

Pu i3.. ■.., P<o, A>", B"-'. C". 1)'". V">. y<", K"\ C"''. 

et le developpemcnt des dix parties (42) et (43) de la f'onction perlurbatrlce, 
ou du moins de a[Ii'" + C*']; il donne Ics logarithmes des coefticicnts dcs 
divers cosinus. Puis vicnl le developpement de la fonction To el des fonctions 
correspondantes R, Y, S, V et Z suivant les sinus des multiples de y, g, g, ta 
et to', le coefficient de y etant toujours o. ou — i. La meine chose est faite 
ensuite pour la fonction G,, et les quanlites II, Y, S, V, Z correspoDdantcs, puis 

pourS,, R, ..., B„,R C. R 

Hansen dit que, pour determiner les inconnues, il n'a pas employe la 
methode des coefficients indetermines, mais celle des approximations succcs- 
sives. On integre d'abord en ajant egard a la premiere puissance de la force 
perturbatrice. Les developpemenls precedents de T^, Bo et Co sont portes dans 
Ics equations dilTerentietles qui doivent diiterminer nz, v. P et Q. On effectue 
les integrations qui se reduisenl a des quadratures. 

On calcule aussi 0-^ ii I'aidc de la formule (37) bornee a 

On substitue les valeurs trouvees pour les inconnues dans les equations 
differentielles; mais on doit faire intervenir celte fois les diverses fonctions 
R, Y, S, V et Z, et aussi v, v^ et -j- On continue ainsi jusqu'a ce que deux 
approximations successives donnent les memes resultats. 

Les approximations sont beaucoup plus lentes pour certains coefficients que 
pour d'autres; elles lo sont surtout pour les coefficients affectes de petits dlvi- 
seurs. II y a divers artifices que suggere la marclic des nombres. et qui 
permettent d'abreger un peu Ics calculs. 

Hansen dit que, pour obtenir les expressions finales employees dans ses 
Tables de la Lune, il a du faire douze ou ireize approximations qui lui out 
demande environ trois annecs de travail. II s'est propose, dans la Dariegttng, 
de verifier que ses formules numeriques satisfont aux equations dilTerentielles, 
a de petites fractions de seconde pres. 

Pour y arriver, il precede a une nouvclle approximation I'ondee sur les 
expressions employees dans les Tables, laquelle ne devra rien modifier. Cette 
longue verification est exposee en detail. 
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Hansen donne d'abord les developpcments numeriques qui lui servent de 
point de depart pour /lo:;, w, P et Q. II en conclut ceux de -(/1S5)*, g(^S«)*» 

-7 (n oz)\ w^, iw* et 4^^*- 

II aurait pu se borner au terme en (nos)'; s'il introduit {n oz)\ c'est plutdt 
pour montrer que ce terme peut etre neglige. Les plus grands termes de ~nlz^ 

- -j-t(/iS2)^, g -^-^(/iSs)' ont respectivement pour valeurs 226", 3" et o'',io. 
Puis viennent les developpements des quantites 

V, 2v -+- v', 3v -4- 3v*-4- v', 

qui se deduisentdes precedents. 

On calcule les divers termes de ^-r par la formuie (57), et la constante d'in- 
tegration par la formuie C57'). On en conclut les developpements de (^t) > 

On peut, apres tous ces preliminaires, proceder au developpement de T. On 
le fait par la formuie (58), apres avoir calcule les developpements auxiliaires de 

S, V, Z, ^-/iSs = S,, -^-/^ 03 = V|, -T-'nSs = Z,, S -+- S, = L, V H- V, = M, 
og oz og 

Z + Z, = 0.R + ^/i53 = R..-^*J(«S3V=R,.Y-+-?!^«Ss=Y,,i^(/iS3)»=Y„ 

' og 2 dg* ^ ^ Og 2 ag* ^ ■' 

iLoP, MSQ, H, iOoQ, N. 

Hansen ne s'occupe, dans le Tome I, que de celles des perturbations qui con- 
tiennent co et co' de la faQon suivante : 

0(i)-\~o(ti'j '^fi) — 26)', 4^> — 4w', 6a> — 6W, 

Pour les autres termes, qui sont moins importants, on les trouve dans le 
Tome II, et Hansen a simplifie leur calcul a Taidc d'un principe particulier. 
Un meme Tableau reunit les developpements de 

To, T,:-.^nSz, T,---^{nSz)\ T,^'-^{ndz)\ U 3P, N30. 

Og 2 og^ 6 dg^ 

dont la somme donne T. 
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La meme chose est faite ensuiJe pour G el 1; puis on ealcule U par la (br- 
mule (5^1 ) 

Pour avoir maintenantT, il faut, d'apres la premiere formule (55), calculer 
les produits 

(Tv, Ur(i-hv)«^-il, I(2v-hvM. 

On execute la meme serie de calculs sur B et C. 

Hansen ealcule ensuite les coefficients de SP e( de cQ dans Texpression (Go) 
de X; les termes periodiques sont negligeables, mais la partie constanle est 
appreciable, et elle intervient dans les mouvements du perigee et du noeud. 

Apres avoir developpe la fonction T et ealcule les valeurs numeriques des 
coefficients, il faut revenir a la fonction Wo dont la derivee est liee a T par 
Tequation (p. 3^4) 

nodi vT-^jL«J <^7 2aJV /' J dy ] 

Comme J est de Tordre de la force perturbatrice, on pent remplacer dans le 

second membre Wo, -y-^ et -^ par leurs valeurs fournies par Tapproximation 

precedente. Mais Hansen prefere se livrer a une integration directe, de fagon a 
prouver que les chifTres de ses Tables sont bien exacts. 
On a (p. 309) 

ou bien 

(64) Wo=Z4-r (^' cos?o+ ^ e,) -i-^^^ sin^o, 

oil Ton a pose 

/ ^ A„ 2/1 2 /< ecos(x— /«oV/ — TTo) — C'o 
I *ir:r — I — \- -. ^^o7* H ' 



(65) 



y _ 2 j5. gcos (x — npyt — ttq) — gp 
ho I — el 

^__^ ^ gsin(x — ^0^7 — tTq ) 



^0 I — «J 



d'oii 



3 ^ /lo 2/* 

2 n ho 

T. - III. 44 
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Faisons encore 
(66) V=rT 



v^ I — el fh (^y 



Alors la formule (62) donnora 






On tire d'ailleurs dc (63) 



_.uecos(/-/*oj/-7ro)— 5^; 

^,sin(x-/io7^-7:o)^£^^ 
r <)poCOS9o U^* ()poSin9o 



^_y _ s[n9o ^coscpo-Heo 



On a d'ailleurs 



II en resulte 

L'oxpression ci-dessus de — -^ deviendra done simplement 
(67) — -yi —\-'r\^ sm9o-+- r^' — coscpo. 



La fonction V qui est liee a T par Tequation (66) a evidemment la meme 
forme; ellc se compose d'un ensemble de termes tels que 

(68) V— AoSin {n^^t -h (?) 4- A., sin ( — y -h n^^t -h ^) 4- Ajsin (y -h n^^t 4- 5), 

oil Ao, A, et A_, sont des coefficients numeriques, (3 et des constanles. Nous 
poserons 

(69) Wo= flocos (/io(3/ 4- 0) -h n., cos(— y 4- n^^t 4- (/) 4- fl, cos (y 4- no(3/ 4- (?), 

et il faudra determiner les coefficients IIo, II, et EL, . Nous avons fait anterieure- 



oil Ton a 
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ment (p. 326) 

i — cos9oH- - e^ — ri cosy 4- .., 
(70) \ 

^':=rs/~i-Vl := , _ I e' - -LL ev- il"- e«- . . ., 
'^ " 8 192 9216 

.f zz: I- ? 6« 4- A e*- -^.- 6>«+ . . . . 

8 192 9216 

L'equation (64) devient done 

Wo=S-h rjcosy-h ^J'siny -+- 

En comparant a la formule (69), il vient 

/ S=:noCOS(/lo(3/4-6'), 

(7O I r^=(n_,4-ni)cos(/io(3/4-(/), 

L*equation (67) devient ensuite, quand on a egard aux relations (G8), (70) 
et(70. 

- pUoSin (n^pt -h 9) - (3n_tsin ( - y -+- /<o?^ -^ ^) - (SHi sin (y -+- n^^t -f- 0) 

-+--|(n_,-hn,)cos(/ioP/-h e)^''siny 

(72) { 

- Jl(U,,-n,)sin(/io(3/-h0)(jcosy-^eo) 

! — AoSin(/ioQ/-h 9) — AiSin(y ■+- n^^t-h 6) — A_,sin(— y -+-/ioj3/-+- 5)=zo. 

Si Ton egale a zero les coefficients des sinus des arcs 

n^^t-hO, — y -h /io(3/4-0 el y-hno^l-hO, 

on trouve 

l3no -^Ao — /U_, 4- /Ui=:o, 

(3n_, 4- A-, 4- /' n_, — rn, = o, 
pHj 4- A, 4-riL, -rni=:o, 

oil Ton a fait, pour abreger. 

En resolvant les equations precedentes par rapport aux inconnues IIo, II| et 



I 
■ > 
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n_,, qui y figurent au premier degre, il vient 

"-» - pt_/'i_|_r« ' 

_ rA,,-(/-4-{3)A 

On peut simplifier les forrnules precedentes : on trouvc en effet sans peine 

i I - 23 . 327 

J'' 4 96 id36 

j " 4 96 i536 ■■■' 

On peut prendre sans inconvenient l'=y, ear e* est extremement petit. On 

trouve ainsi 

A /" 

(73) {-n„ ='^»- 'u_, + ^n.. 



• • I » 



'=•^^'(,-" + 16"-^ 64" +•••;• 



L'integration se trouve effectuee, et I'expression de Wp resulte des for- 
mules (69) et (73). 

Les forrnules sont en defaut lorsque ^ = o; la forme generale des arguments 
etant ig -\- V g' = {in -\- i' n')t -\- ic^-^- i c^, on voit que le cas dont il s'agit 
revient a 



in -H i'/i'r=o. 



Si les moyens mouvements ne sont pas exactement commensurables, on ne 
peut avoir ^ = o que si les nombrcs entiers 1 et i' sont nuls en meme temps; 
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= icQ-h i'c\ est nul aussi, de sorte que Tequation (72) se reduit a 



r ^ (n., -+- n, ) 4- A.i - A,l siny -^ o. 



On a d'ailleursy dans Ic cas actuel, 

Vzz: — (A_i — A,)siny, 
Wo = (IL, -h Hj ) cosy -+- Do. 

La quantite IIo reste arbitraire; on la representera par b. Si I'on fait 
les equations precedentes donneront 

V = xsiny -h. . ., Wo=: b h- 4 cosy -+-..., 
(74) x^ — jj'^^o. 

On determinera la constante b de fagon que Texpression de n^^z en fonction 
de / ne contienne, en dehors de /Iq /» aucun autre terme proportionnel au temps, 
et ^ de faQon que la meme expression ne contienne aucun terme multiplie par 
sin^^. 

Quelques mots d'explication sont necessaires : les formules (7) donnent 

^ . • 5 1 • 

(' rnTTo-h /<o/^ "H '*o5 -h a^oSm^ "^ Z ^o Sm2^4-. • . ; 

si Ton s'arrange de fa^on que n^z soit de la forme 

/io5 = /io ^ 4- F sina^' -h. . --^^^ Csin(£^4- i' g' -^h)^ 

on voit que le terme en sin^, contenu dans v^ sera encore egal a 2^0 sin^, de 
sorte que, si Ton calcule son coefficient en partant des observations, on en 
deduira e^. 

150. D6tennination de y. — On a, en ecrivant e au lieu de e^, 

a\ _ 2 cp, siny, _ ae „ 

""5 — — , : — . — r 'J 9111/ -f" • • • • 

La formule (66) donne ensuite 

(-5) V = T- ^y-^-..rsinyH-.... 
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Si done on pose 

oil Ton peul negliger les inegalites periodiques de c, et 

de sorte que M soil le coefficient de siny dans le dcveloppement de T, on aura, 
puisque x est le coefficient analogue dans V, 

X - : M — ( I -h 6") >• i ^\ 

En porlant cette valeur de x dans la formulc (74)* et resolvant par rapport 
a J, il vient 



(76) J — 



aeJ^'-f- ac^JJ^-t-^Ci — e*)J 



r»> 



c'est par la que Ton determinera y. Pour parler plus exactement, on determi- 
nera c eiy par les equations (57') el (76). 

151. Integration relative 2l P et Q. — Reprenons les equations 



clV_ 
Hq dt 

iitidt 



=i--aQ-t- B, 



- aP-hC; 



considerons dans B et C les parties qui repondent a un meme argument 

, ^ ( B=^rcos(/ioi3/ + ^>), 

(77) 

qui donneront naissance aux termes 



(78) 



I Q=:HcOS(/loP^-h^). 



En substituant dans les equations diflerentielles ces valeurs de B, C, P et Q, 



sin 



et egalant a zero les coefficients de («oP^ -^ 0), il vient 



cos 



. j (3er-:~aHH-r, (pe-haH-r)COS(/ioP^-4-0)-o, 
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d'oii 

^_ (3r-i-aA 

L'integration est ainsi effectuee; les expressions de P et Q resullent des for- 
mules (77), (78) et (80). 

Lorsque [3 = o, ona aussi 6 = o, comme on Ta vu precedemment; la seconde 
des equations (79) est verifiee d'elle-meme. II rcsle seulement la condition 

aH-r-o. 

Nous poserons done, pour le terme considere, 

B^To, Cnzo, Pz^o, Q -H„ 



et nous aurons 



»«-T 



VQ 



9. 



Mais on a d'une maniere generale 

Q~2sin^^ -hdQ. 
II convient done de poser 

Ho= 2 sin— -f- X|; 

ce qui donne 

(81) a^- ^' 



•Iq 



2 sin — -+- X. 
2 

Comme Jo est Tinclinaison moyenne de I'orbite de la Lune sur recliptique, on 
devra determiner x, de maniere que I'expression de la perturbation du sinus de 
la latitude de la Lune ne contienne aucun terme en sin(^ -+- coV 

L'equation (81) determine la quantite a. 

11 reste encore a effectuer Tintegration dont depend la fonction S^K. Si Ton 
fait 

X = (Xo)-+-2(X)cos(/ioP^-h^), 
l'equation (61) devient 

^^ = (Xo)-4-r,^alang'^^4-2(X)cos(/io(3ri 9), 

et en posant 

(82) d,K =2 ^ sin(/ioP/ -h 0) 
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on devra avoir 

(83) " = ^-f-^' 

(84) Y) = «lang«^-(X,). 

Cette (lerniere equation determinera y). 
Hansen a trouve 

Y = 1 761% 4674, /?oj = 1 46707% 20, 

a 1= 834', 9471* /'o«= 69540", 18, 
Y) = i',6399, ^0^0= i36%58. 

Les mouvements sideraux du perigee et du namd sur I'ecliptique auronl 
pour valeurs 

/io( J — 2r}) = i46434%o4, 
— Wo(a-+-y})=i— 69676", 76. 

Les diviseurs p sont des fonctions lineaires de w= — > de j, y), a et y. 

Hansen donne le Tableau des valeurs numeriques de ces diviseurs. II faut tenir 
compte ensuite des termes en =t 2y, ± Sy, ... a I'aide du theoreme de la 
page 328 ; la premifere chose a faire est de calculer les valeurs numeriques de 
y)^*^ ..., ir]^*\ G^^^ et 6^'^; on aura ensuite, si Ton considere tous les termes de W^, 
qui donneront naissancc au meme argument, apres le cliangement de y en ^ : 

Wo = n( o, I, i\ r, T) cos( ig -f- iV-4- Tw -f- i't^') 

+ II(— T, t-hi, r, i\ t'^)cos(— y-h (1 4-1)^4-/'^'-+- i^w-h 1^0)') 

-+- [r},n(— I, t~h 2, £*', ...) 4-0iII(i, i-\- 2, «', ...)]cos[— 2y 4- (1 -+-2)^ + iV'-H.--] 
+ [y},n(— I, £-4-3, r, ...)-t-^,n(i, «-f-3, r, ...)]cos[-3y-f-(/4-3)^-MV+...l 

4- 

4-II(i, « — I, 1', i% £'')C0S[y 4-(e — i)^4-e'^'4-i''oj4- I'^w'] 

4- [r},n(i, / — 2, Vy ...)-<- 0in(— I, 1 — 2, t', . . .)3cos[2y 4-(i — 2)^4-tV4-. . .] 

4-[r},n(i, f -3, i', ...)4-0,D(-i, e — 3, i\ . . .)] cos[3y 4- (1 - 3)^ 4- ^V-^- • •] 



II faut encore, pour obtenir V, former le developpement de 

f^ ^ fin ' 

-^ ho I — e* ' 

dernier terme de I'equation (75). Or on a deja calcule la partie constante 
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de T-> en determinant j; si done St- represente I'ensemble des termes perio- 

diques, on aura a former 

^ fig ' * f^ 

On a maintenantledeveloppement de V; on en conclura celui de W par les for- 

raules(69) et(73). Hansen en deduit immediatement ceux de --t-% —^y ~~^' 
d^W . iff 

. / > ce qui se fait en multipliant les coefficients par 

±:i; ±2, ±2*, ±2*; =t 3, .... 

Les termes b h- ^cosy de W ont ete determines comme on I'a explique a la 
page 349; les valeurs de 6 et de i deviennent de plus en plus precises a chaque 
nouvelle approximation. 

En changeant y en g, on obtient les developpBments de Wo, — r-^ > • • •> -r-r • 

On calcule ensuite SP et SQ par les formules (78) et (80), puis S^K par la 
formule (82). On a ainsi effectue toutes les integrations de la premiere serie. 
On arrive enfin au calcul de Sz et de v par les formules 



at \i-hv/ n J I Qt or 



— — f 

2 6^v e/W y 1 -h V dr 

ndt ndz J ^ g« no} dz 



On a 



-« . drl . I d}rl . . _ i d^rl 



t — ' 



dg 2 dg^ 6 dg^ 



dz dy dy^ 2 dy* ^ 6 dy* ^ 

dr drl cPrJ . * cT'rJ , ^ ., 

dz dg dg^ 2 dg* 

On a developpe anterieurement -(/1S2)*, ^(/iSs)'; il est done tres facile de 
calculer W. On trouvera de meme 

T. - III. 45 
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On a ensuite pour -| le developpement elliptique connu, dans lequel le coeffi- 
cient de cos5^est tout a fait negligeable. On trouve finalement les developpe- 
ments de -^- et de — ^; I'integration s'effectue sur-le-champ, en divisant chaque 

coefficient par la valeur correspondante de [3, et echangeant les sinus et cosinus 
avec des signes convenables. On a ainsiosetv; on en conclutW.La comparaison 
avec les valeurs qui avaient servi de point de depart est des plus satisfaisantes; 
les difTcrcnces, qui ne sont le plus souvent que de quelques milliemes de seconde, 
atteignenl quelques centienies dans le cas des termes affectes de petits diviseurs. 
II y a une difference de o",i45 qui est forte; Hansen pense qu'elle resulte 
d'une errcur de calcul, mais il n'a pas pu mettre cette erreur en evidence. 



152. Calcul de la constante de v. — La formule (i3') donne 



On a aussi 



il en resulte 



doz 



v^ 






v)«. 



ill I'l — e-c^ \i-t-v/ A ' 



(85) 






h 






-h 2 V H- V* -h 



:^-(Ti.y^]< 



2V -h V*). 



Considerons mainlenant I'expression (64) de Wo; on a ajoute la constante 
/> 4- ^ cosy. Mais, comme 



Po 3 ^ 

-- cosoo 4- - tfo = cf cosy -h . . . , 



on pent dire que la constante h a ete ajoutee a TelementS, et la constante -I a 
Teleinent Y. On a d'ailleurs 






'1 



h, h 



Si Ton egale dans les deux inembres les parties constantes, il vient 



O -\ e-^ :=2 0-j 0-r- = — 3o-p -H^lo-p 



3 5 

2 J 






II 



(4.)v..., 



d'oii 



"77=" 



3 a ,T 
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En combinant cettc formule avec (85), on trouve que la partic constante de v 
est (lonnee par la formule 



I , 

2V=— -^b 
(86) 



h[^<7h)'^]-" 



-[™*(Ti^)'v]<-— -i(^rr-K4)" 



On a d'ailleurs 



n 
12 



on a donne les developpements de «^^, «^' et iv* ; on peut done calculer bien aise- 

ment la partie constante de v^. La fonction W-f- (— — ) 7^ a ete consideree pre- 

cedemment; on peut trouver la partie constante de son produit par 2v -+- v*. La 
formule (86) donnera finalement la constante cherchee (— i336'',35o). 

Remarque. — Si Ton calcule les divers termes periodiques de 0-^ par la for- 
mule (85), on devra les trouver identiques a ceux obtenus auparavant : c'est un 
controle important dans des calculs aussi compliques. 

153. Calcul des perturbations de la latitude et de la reduction k TSclip- 
tique. — Soient (fig. 12) L = X"H et B = HL la longitude et la latitude de la 
Lune, rapportees a Tequinoxe moyen. On a pose 



XG -9, 




XL -K, 


d*ou 


GL — p — 9, 


X'G = 4;, 


soil 


X'X' p, 


d'ou 


\'G='\> + p. 



La quantite/7 sera supposee comprendre Teffet de la precession et de la nuta- 
tion. 

Fig. 12. 




Le triangle rectangle GHL nous donne 

cosB sin (L — ^—p) =:cosJsin((^ — 9), 
(87) ^ cosBcos(L — ij;— /?) = cos(r— -9), 

sinB = sinj sin(i' — 9). 
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On prend 

9=— /«(a — r,)/ — N— K-t-r, 

\\,^— n{x-^r,)t — N -+- K -\- r.\ 
B r= n{oL^r,)t 4-No— Ko— t:', 
0) =r /I ( j^ -f. a — . rj) / -f- No 4- Ko, 



d'oii 



f'-9 = /4-a)H-N4-K — No— Ko=/ -h w -h 3N H- 3K, 
vj,=-e-dNH-dK, 



moyennant quoi les relations (87) deviennent 

cosB sill (L -h 9 —P-^ 0^ — oK) = cosJf sin(7-H w 4- dN -f- dK), 
(88) ^ cosB cos(L + 9 -/; h- dN - oK) = cos(7 -+- w 4- 5\ 4- dK), 

siiiB = sinJ sin (/-+-'*) 4-3N 4- 3K). 

On pent transformer ces formules. On a vu, en efret(t. I, p. 4(i8-47i), que les 
relations 

cosB sin(L — &) zz cosJsin(i' — a), 

COsB COS(L — ^) 1= COS(r — (7), 

sinB =: sin J sin(i' — a) 

peuvent s'ecrire 

cosB sin(L — % — F) = cosJosin(i' — &o) — s\ langJoH -7- )> 

^ w V «/ ^ D w xcosJo/ 

cosBcos(L — ^0 — T) = cosCi' — &o) 4-5 —, 

sinB = sin Jo sin (i' — %) -i-.?, 

oil Ton a fait 

s =sinJsin((^--(7) — sinJoSin(i'--&o), 
X =1:1 -h cosJoCosJ - sin Jo sin J cos(t — S^q), 
$= sinJsin((7 — %), 
^ = sinJcos(a — 3?o) — sinJo, 

(cos Jo 4- cos J) sin((7 — ^o) 



sin(&--&o — T) r= 



X 



COS 



/Q. Q. T«\ (i 4- cosJoCOsJ) cos((7 — &o) — sinJo sinJ 

(^ — ^0 — A )=: . 



Pour appliquer cette transformation, on fera 

"^ — —B -hp — 5N 4- 3K, v — (7 =/-h CO 4- 6N 4- oK, r — % =7 = "» 
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(I'oil 

(7 — ^0 = — 3N — dK. 

Nous ferons, en outre, 

et nous trouverons pour les formules (88) la transformation suivante 

cosBsin(L — n — /?) = cosJosin(/-i-ci)) — 5 f tangJo h ^^^ j> 

(^9) { cosBcos(L-n-/>) = cos(7-Hw)-+-— » 

sinB = sin Jo sin (/-h w) 4-5, 

avec les valeurs ci-dessous de x, s, $, ^et II 

cp^— sinJsin(dN-haK), 
^= sin J cos(5N h- 5K) — sin J©, 

s =^ sinJ sin(/4-o) -h dN-h 5K) — sinJoSin(/-h w), 
X = I 4- cos Jo cos J — sinJoSinJcos(5N 4-5K), 



(90) 



cosJo-hcosJ . 



sin (n -h -h dN - dK) = — 0^— sin(aN 4- 3K), 

/¥¥ fl *XT >«rx (i 4- cosJo cosJ)cos(8N 4- 5K) — sinJoSinJ 
cos(II 4- ^ 4- 3N — oK) = ^ 5^ ^^ 

X 

On pent obtenir des formules plus commodes encore : si Ton pose 



-^-7- = A cosw, — 

OS Jo X 



, tangJo4 ^^-7- = A cosw, — = — Asinc*', 

(o,) } ^ X cos Jo X 



les deux premiferes equations (89) donneront 



cosB ^x— ^ j = cosJo (y — M — A5 v/— I U 4- -^ j 
cosB ^^4- ^j =74- ^ 4- A5v/=T^5 - ij; 



d*ou, en ajoutant et retranchant, 



B« J© ' • • *'o Ask/ — I 
= V cos* — 4 — sin* 9 

^ 2 f 2 z 

cosB . • Jo * .Jo A / — 

= y sm* — 4 — cos* — 4- A55i/— -I. 



358 CHAPITRK WII 

En divisant membre a inenibre, il vient 



x^ 



,Jo I . ,J« Ks\/—i 
cos* — H — r Sin* 



y •Jo •••^0 k I 

cos' h Y sin* — h \syz\f^\ 



En prenant les logarithmes, on trouve 



/ X I oil Ton a pose 



gr^lang*-, r,- 

COS* — 



On peut lirer de la un developpement tres convergent deL — U — p — / — d)^ 
suivant les puissances de sri ; les coefficients sont cux-memes developpes suivant 
les puissances de £. 
Hansen developpe encore d'autres formules : on peut ecrire d'abord 



2 



v/-i(L — n — />—/—(,)) -log n-f- pj - log(i -hey*) 






log I — 



posons 



s 



I 



(93) },li.=Z ^, ^ = _Z_, „ — ^ilyf-l 

ft 

et I'equation precedente deviendra 

2v/^=7(L-n— />-7-r„)r=:l0g(^I4-^J -l0g(l4-£7*) 

4- log f I -tV^-^) — log(i -[-'krisuz\/^^i) 

ou bien 

2\J— I (L — n — p — / — (Mi) — log[i 4- £ cos(2/-f- 2ci)) — ey^— I sin(2/4- ^o))] 

4- log[i 4- e COS (2/ 4- 2 0)) 4- ey^— I sin(2/4- aw)] 
-t- Iog[i — Xyj^ sin(fjL4- «') — Xy3 5COS(fjL 4- t«^) v'— i] 
— log[i — "kns sin(fjL4- <«') -h'kns cos(fjL 4- w)^ — ij. 
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Op on a la formule 

iog(a 4- b\j—i) — log(a — b\J— i) — . isj— i arclang-> 

grace a laquelle il vient 

r -? ft . £ Sin(27-f- 20>) 

L = /-f- CO -h II -h/? — arc lang *' ^ 



(94) { , 

/yj^cosfjUL -h iv) 
— arc lang ^ x^. '—^ • 

X et (X doivent etre determines par les equations (93), d'oii I'on tiro 



(iH-e/ 



'(-p) 



\ z= 



\/l 4- 2£C0s(2/-f- 2Ci))-h e* 

Si I'on pose 

sinBo= sinJo sin(/-h w), 

Bo est la valeur de B, en tant qu'elle n'est pas troublee par les perturbations 
de J; la valeur de X, en tenant compte de £ = tang^~> donne aisement 

cos« -' 

X= I' 

cos Bo' 

on a ensuite 

e 

^ ^^ -^ __ £(t|i-l/-lw)v^-l 

y* I -4- £ y* ' 



2 



(fz-/-a))v^^ = logfi-+- :j^j-log(i4-£/») 

/ — ^ £ sin (2/4- 2 0)) 
~ _ 2 y^_ I arc lang / — \ 

I H- £C0S(2/-^ 2Ci)) 

On trouvera done finalement 

•7 ^ £sin(2/-+-2(k)) 
|uii= / -h w — arc lang / — \ ' 

I -h £C0S(2/+ 2wy 

Ltz= tx-hU-i-p — arc lang ^ A^-^ '-—y 

(95) \ 

sinBo~ sin Jo sin(/-f- w), 

cos' — 
COS Bo 



36o CHAPfTEE XTII. 

On renidrqaera que a donne la valeur de L — 11 —p dans le cas oil il n*y a pas 
de pertarbations de latitude, et que, par suite, Tinfluence de ces pertnrbations 
sar la reduction a Tecliptique est rigoureusement exprimee par Tare tangente 
qui figure dans Texpression (qS) de L. 
On pent encore transformer cette expression : les formules (93) donnent 

;(,,+ij=(^-Ki)(,^.,. 
K"-=J=(^-j)"-"' 

d'oii 



. / — X COS J, 

5in^ = sin(/^..)^^^^. 

On a d^ailleurs, en vertu des formules (91;* 

U COS.V = (tang Jo 4- ^J --^, 

a* I 

VL cos Bo 
On peut ainsi transformer I'expression (qS) de L; elle devient 

^^. J if tang Jo + : — ^^t) sec* Bo cos (/-h cu) -+-5— s6c*BoCOsJoSin(/H- w) 
^ — arc lang -->- ^-^^^ / _ ^ _ . 

I — 5( sin Jo-1- - ) sec* Bo sin (/ 4- oa) -h5-s6c*BoCOs(/4- w) 

cette formule servira plus loin. 

154. Calcul de s. — On a, par les formules (90), 

(97) 5 =: [sinJ cos((}N -+- ok) — sin Jo] sin(7-+- w) H- sin J sin(6N 4- oK) cos(7-+- w). 

On va intpoduire SP, 8Q et cK par les formules 

P = oP = 2 sin - sin oN, 

2 

O = 2 sin — 4- 50 = 2 sin - cos 5N, 
^ 2 2 

Jo 

sm — 
3K---_ ?_ ap-H5,K, 

• Jo 

2 cos' — 
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d'oii I'on tire d'abord 

2 9. 2 

puis de la, en negligeant le cube de la force perturbatrice, 

(98) cos-=rcos-'--tang:-%^Q ? — oP* ' r^Q'- 

'^ ^ "^ ^ Scos''-^ Sons' -^« 

11 faut maintenant calculer les coefficients desin (/-hco) et de cos(7'-h co) 
dans la valeur (97) de s. On trouve 

sinJcos(dN -f-dK) = cos-( 2sin-cosdNcosdK — a sin -sinoN sin<5K ) 



= cos 



^ r^a sin ~" -+- dQ\ cos $K - 3P sin dkl 
= cos ^ fa sin 1" + aQ - sin -^ (dK )' - 5P 3k1 




,/ , sin'^ 
r= cos - I 2 sin ~" -f- 6Q -.- 3P» + 

"* \ '* /, cos^ -" 

En rempla^ant cos- par sa valeur (98), et reduisant, il vient 

I 

. J i~asin' — 

sin Jcos(aN + SK) - sin J,- ^ - ^^3Q + tang-' r-^ aP« 

cos — 4 cos' — 

(99) ' I 

3-3sin'-" 

-tang:^ y^dQK 

4 cos* — 
2 

On a maintenant 

sinJ sin(dN -h SK) — cos- (2 sin- sindN cosdK -f- 2 sin- cosSN sinSK j 

= cos^ Tap cosdK -f- ^2 sin ^ h- dQ^ sindxl 

r^cos^l dP-i-(2sin^°-i-30)( ^aP-f-3,K 

^1 ^ ^ \ 2 cos* ~ 

Jo 

Sin — 




31 cosJo ^p^^g.^Jo^. ,^ ^3PdQ 

cos* — 2 cos* — 
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46 
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Kn r^mplac^nt coh par sa %'aleur ("98^, et reduisant, on trooTe 

firK>) »iJnJwn(«N oK) - * ''^^^ aP^ »inJ.'J,lk - -lan?^ ^3P3Q. 

ros ro«* -- 

Kn vcrtii cIpr relationf^ (Oi)) ^1 <^ioo), la formulo (^97) devienl 



coJiJ. . /-- V */^ cos J, 



(iffi) ' 



fr - ---ftinCy" f,t)oQ- j- cos c /--'.» MP 

COS COS — 



'A a 



On a ni-glige les procJuits de sin* -^ par cP', oQ*. oPoQ el J,K, el Ton a rem- 

place dans Jes termes du second ordre / par g; ces termes donneront toujoors 
tres pen de chose, moins de o", 1. Occupons-noiis de ceux du premier ordre, 
et posons 

cosJ« 



'9 

COS - - 
'A 



Ja ^« 



— j-sinT/ -'.») -5i\'a^ sin(/'//j mi. 



cos - 

'A 



cosJ« 



oil les coefficients A^''^ s'obtiennent en multipliant par -|- des fonctions de 



cos - 

'A 



rexccntricite qui se ramenent immediatement aux fonctions de Bessel. 
Soient, en outre, 

oPz- OL sin(i> - V g'-^- Tm - T'./), 
oQ ? cos ( ig -u «V'-:- '" ''» - '"" ''>' ) 

deux termes correspondants quelconques de oP et SQ. On trouvera, en portant 
les expressions precedcntes dans la formule (iot). 



— « 
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d'oii, en remplaQant nz par g-h noz^ 



5— So H- S| ndz -\ — S, (/^oi )*-+-.. ., 



So = 2 ^""(* + ?) S'"t(/' -*- ')o + '"o '-^ (''-^ ''">'" -*- '■'<"'] 



-+-• 



2] A'-"'(« - (3) sin[(A> + i)ff -r- *'i''-t- (r- i)«H- i't.,'], 



S,— 2 />A'/'Ha + ;3)cos[(/»-t-<)^ + t'<!,'' -+-(<■" -M)w-Ht"'w'] 



— oe 



-+-2 /^^^"''^(^ — P) cos[(y> 4- Oi' -f- ^'i''-^- («'* - 0«^ -+- «"«»>'], 



— « 






— « 



Hansen a pu determiner les coefiicients nunieriques du developpement de s; 
en comparant avec ses Tables, il ne se trouve pas de difference atteignant o%o5. 

155. Developpement des perturbations de la reduction it r^cliptique. — 

Nous partirons de la formule (96) dans laquelle nous pourrons reduirc le deno- 
minateur a i ; {'expression (90) de x donnera a fort peu pres 

z^n cos(J -+- Jo) = 2cos*Jo; 
il viendra ainsi 

L=fJL-f-n -+-/>— 5 r^^ VrCOs(/-+-Gt>) y-SUl(/4-0j). 

^ ^ cos* Bo 2 cos* Jo "^ ^ 2 cos Jo "^ "^ 

En remplagant a^, ^ et 5 par leurs valeurs (99), (100) et (loi), et mettant g 
au lieu de/dans les termes de Tordre leplus eleve, il vient 



(102) 



(L = . + n+.-.!!2Si^£!g±i^ 



^(dP»-dQ«)sin2(^4-a>) — -dPdQcos2(^-+-a)). 

L\ 2 



L'avant-derniere des equations (90) donne ensuite 

I-hC0S(J-h Jo)^ ' 
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d'oii 

n -4- (? ^ '- — r 1^2 sin - sin - iN -t- a cos^ cos- akV 



COS 



2 



. J 



En remplacant 2 sin - oN par SP, et SK par son expression en fonction de SP 



et de SoK, il vient 



U^O- ' 



J-hJ 

cos 



- tang ~ ( cos — — cos - ) oP -r- 2 cos* -" o, K I » 



2 



ou encore, en vertude la relation (98), 

* •'0 

. 2C0S- — 

22 cos Jo 

oil le terme en 8PSQ est absolument negligeable, a cause du facteur sin^ -^ 
On a ensuite, par les formules(95) et (102), 

I V fi . i> langJoCos(/ t m) i , ^,., ^,.,. . . 

•iCOS* — 

oPoQ cos2(i' -+- (.j) -5 ,— O.K. 

2 ^ vo / cos Jo 

Si Ton se rappelle les relations 

(»i — n(f -h (x~ rt)t r- No ^- Ko , 

on pent ecrire enfin 



I — sin*Jo sin*(/-i- o) 

J 



2 cos* ~ 



(io3) 



-^ - (oT*- oQ^) sin2(^' -r w) - ~ dPoQ cos2(i' - co) 4- f^d,K, 

^ "^ COSJq 

IIq — 2K0 -t- t' -h n{r — 2f\)t, 



lang* — sin2(/-t-&>) 
tangR ~ — 



^ I n- tang* — cos2(/-i-Gi)) 



llo est la longitude moyenne du perigee lunaire, et R la reduction usuelle a 
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recliptique. Hjinsen trouve que rensemble des termes eii oP', oQ", JPoQ et o„K 
se reduit i^ensiblemenl ii 



-o",4o 






i')- 



siii(2A' -^ff'- 



-^w'). 



Uans ses Tables, il a, par inadverlance, employe le coefficient -Ho",3Ji5 au 
lieu de — o",285, d'oii I'esulle une copieclion de — o'lfiao. Pour tenlrcompte des 
termes negliges qui dependent de dp', dg' (yo/rp. Z^i), il faudrait encore, dans 
(io3), ajoulera s et a S.K des corrections dont rensemble donnerait 



^yoM'- 



ocos(5 i- r;^''). 



Ces corrections sont necessaires poui- retrouver le coelficieul de cosd dans 
I'inegalite de la longitude qui provient du deplacenient de Tecliplique ct que 
nous avons determinee plus baut (p. i64)> car Hansen n'a determine que I'ine- 
galite correspondante de noz. 

Dans le reste d» Tome I de la Dar/egung, Hansen iraite : 

Des inegalites occasiunnees dans le mouvemcnt de laLune par la tigurc de la 
Terre, ou par celle meme de la Lune; 

De la Ires petite inlluence de la masse i\v la Lune suj' le niouvenieiit du 
perigee ; 

Et de I'inlluence des planeles sur les mouveinenls du perigee el du nieud de 
la Lune. 

Nous n'insislerons pas sur ces points seuondaires, dont quelques-uns d'ail- 
Icurs ont cte examines dans le coui's de cet Ouvrage. 

Dans le Tome II de la Dar/egung, Hansen s'occupe des inegaliti^s qu'il n'avait 
pas encore considerees, notamment des inegaliles a longue perlode et de I'ac- 
celeration sceulaire. M introduil un nouveau principe relatiP a la variation de 
certains elements, dont le developpement nous enlrainerait Irop loin. Nous 
aimous micux donner dans le Chapitre suivant une methode claire el complete 
pour determiner les inegalites a longue periode; quant a I'acceleration secu- 
laire, nous avons deja prcsente son calcul en detail. 

156. Comparaison entre Hansen et Delaimay. - Les TuUtfs de la Lune, 
imprimees en 1837 aux IVaisdu Gouvcrnement britannique, sonltbndees sur la 
theorie qui vicnt d'etre exposee. Mais la forme des perturbations adoptee par 
Hansen rend difficile la comparaison de ses resultats avec ceux des auLres 
astronomcs, qui ont calcule directement les perturbations de la longitude, de la 
latitude et du rayon vccteur de la Lune. II est vrai que Hansen lui-raeme (Darl., 
t- I, p. 'i^O'^^9) ^ entrepris de comparer ses perturbations noz a celles qui se 
deduisent, par une transformation convenable, des perturbations de la longitude 
vraie, obtenues par Damoiseau et par Plana. Mais cette comparaison n'est pas 



L 
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faite d*une iiianicre tres rigoureuse; elle a ete reprise, pour les theories de 
Hansen et de Delaunay, par M. Newcomb, en 1868 et, d*une maniere beaucoup 
plus complete, en 1K80. Nous avons deja eu Toccasion de mentionner (p. 112 
et 236) le travail de M. Newconib, auquel nous avons emprunte quelques resul- 
tats numeriques; il convient d*y revenir inaintenant pour expliquer en peu de 
mots la nature de la transformation qu*il a fait subir aux formules de Hansen. 
Ainsi qu'on Ta vu plus haut, Hansen determine la perturbation noz qui 
s'ajoute a Fanomalie moyenne g; Tanomalie troublee 



nz . - ^ — n oz 



sert ensuite a caleuler Tanomalic vraie/par Tequation du centre 



fr z nz 1- I le — 76'*-: — IT <?* ) siii/ic -^ ■ . ., 
\ 4 9^> / 



en faisant^ =^ o,o5/i9oo8, et la longitude vraie Ls*ohtient par les formules (io3) 
sous la forme suivante 

oil R est la reduction a Tecliptique 

H n: - taiig*'^'^ sill 2 (7 r- 0.; -r- - lang* ^ sUi^Cf r m) 

tandis que R' comprcnd, sous le nom dUnegaliles de la reduciion a Vtcliptique^ 
les termes 

R'lz: — 5laiigJoCOs(/-f-o>^ fi T- siii*JySiri'(7-r- a»)j 

— o^ 397811120 — i%i98siii(2^''-; 7.0/) — o^'iSosiii^j^' — 4^''-^ 2w — 4a)'). 

La latitude se calcule par la forinule 

siiiH =r siiijysin(/ -\- o)) -t .v, 

en faisant Jo = .5"8'48". 

Les perturbations nZz el a* sont des fonctions explicites de g, g\ co, co'. Pour 
obtenir sous la meme forme Texpression de L, il faut mettre g^ -4- /i 65 a la place 
de nz et developper d'abord les sinus des multiples de nz, puis les sinus et 
cosinus des multiples de / -+- w, suivant les puissances de n^z. Apres avoir 
substitue pour e et Jo leurs valeurs numeriques, on trouve 

L :^ Lo H- Li . /< 0-3 -\-hi{H0Z)' -r- . . .J 
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L,— ^ + II,M-aa639°,676sin?-^776',a69Bina^ -4-..,4-,tS„ 
Li=; I -^ Op 109760 cos^ -+- 0,0075370083^-1- . . . -I- itS,, 
L, — — 0,05^88 sin^ — o.ony.iSsin'J^e ~ - — *S., 

I.J— — o,oi83cos,^ — o,oo5ocosa^ 

en deslgnant par Sn, S,. S, les coefficients de fleveloppemenl dii premier lerme 
de R', qui sont des fonctions dft g. to. et qui seront multiplies par s. 

Apres avoir reuni, dans un premier Tableau, les valeurs de nSz, (nSzy. 

(nSa)* M. Newcomb donne (Tal)le II), le resultal des multiplications el 

des additions par lesquelles s'obliennent les coefficients des sinus dans I'expres- 
sion finale de L. On Irouve 

I.-A'- Il„ *^637\iaosin^-i-768',8.J8sin5^ (-.... 

Mais il reste a reduire Ics deux theories en question a tin svsteme uniforine 
d'elemenls. Les valeurs de I'excentricite e et de Tinclinaison Jo. employees par 
Hansen dans le caloul de ses perturbations. dilTeronl un pen de celles qu'il 
adopte dans les Tables, a savoic 



■:,',')o8 1 . 



■K^ 



j''8"|o".o. 



Le coefficient de sing-devient des lors, ponr les Tables, 4- 126^0", i!i, tandis 
que Delaunay adople le nombre trouve parM. Airy (22()39".oG). M. Newcomb 
a pense que le plus simple elait de s'en tenir ii I'excentricile des Tables et au 
coefficient de 22G/i(i",i5 qui en resulle; on a done multiplie par le facteur 
1,0001.33 les coefficients tbeoriques de Hansen qui dependent de e, par j, (100260 
ceux qui dependent de e', et ainsi de suite. Pour la theorie de Delaunay, le fac- 
teur de reduction de I'exccntricite e devienl i,oooo'i8. 

Pour rexcenlricile e' de I'orbite de la Lune. Hansen et Delaunay ont adopte 
le meme nombre, si Ton tient compte de la dilTerence des epoques (Hansen, 
0,0167923 pour i8od; Delaunay, 0,0167711 pour 18,'jo); il faut seulement 
appliquer la petite correction necessaire pour reduire les coefficients a la meme 
epoque. 

11 y a enfin toute une classc de lermes, les termes parallactiques, dont les 
coefticients dependent de la valeur adoptee pour la paraliaxe du Soleil. Or. 
Hansen Uouve (Darleg., I. II. p. 269) que ses coefficients tbeoriques doivent 
etre multiplies par i,o3573 pour satisfaire aux observations ct qu'ainsi corriges 
ils correspondent a une parailaxe de 8 ".91 ^9. 1 1 s'ensuit qu'ils reposent primiti- 
vement snr une parailaxe de 8",Go85. La valeur adoptee par Delaunay est de 
8",75. Pour reduire les deux tbeories a la parailaxe de 8", 8.^8, il faut multiplier 
les coefficients parallactiques de Hansen par le facteur 1,02785, et ceux de 
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Delaunay par 1,01120. Ces clerniers doivcnt, en outre, 6tre multiplies par le 
facteur — ^^ = p, en faisant, avcc Hansen, la masse de la Lune ecale a 5-- 

Les coerficients numeriques ainsi obtenus, et reduits a un systeme d*elements 
bien defini, ferment la Table III de M. Newcomb; nous les avons reproduits en 
partie (p. 11 2- it 5). M. Newcomb ajoute, dans une dernierc colonne, les coeffi- 
cients de Delaunay, modifies par leurs complements probables, dont il a ete dejk 
question plus haut (p. 236). On a vu que les ecarts entre les deux theories sont, 
en somme, peu sensibles. 

Le coefficient de Tequation parallactique devient, chez Hansen, — i25'',43. 
Le resultat de Delaunay, corrige de deux manieres differentes par des comple- 
ments probables, serait —127", 24 ou — 127^08; en le multipliant parget 

1,01120, on aurait — i25",49 ou — 1 2.5", 33. De son cote, Pontecoulant trouve 
122^^,38, avec une parallaxe de 8'',6322; son coefficient, etant reduit k la paral- 
laxe de 8", 848 par le facteur i,o25o, devient f25",44- L'accord est done ici tr^s 
satisfaisant. 

Pour la latitude B, M. Newcomb forme, d*une maniere analogue, d*abord 
Texpression de sinB, puis celle de B. La comparaison des coefficients de Hansen 
avec ceux de Delaunay est donnee dans la Table IV. On s'est dispense d'appli- 
quer ici les petites corrections qui resultent de la difference des valours de Jot 
impliquees dans les deux theories. 

D'apres Delaunay, le coefficient de sin(^-hw), dans I'expression de la lati- 
tude, est -+- i846i",2G. Les formules de Hansen, transformees par M. Newcomb, 
donnent -f- 18463"248. Quant aux- Tables, la valeur adoptee pour Jo(5®8'4o'') 
etant de 8'',o plus faible que celle qui entre dans les expressions th^oriques, 
elles donneraient aussi un coefficient plus faible de 8", si I'expression de s ne 
renfermait aucun terme en ^4- w. Mais cette condition n'est pas remplie, car 
Hansen a laisse subsistcr dans s le termo 

-i- 2'',7o5sin(/ i- 0)) — 1", 705 sin (^^ i o)) o", i49sino) - o*',I49sin(2^' -h w), 

qu'il a fait disparaitre plus tard (Dar/eg., t. I, p. 4^8)» ^t il ajoute encore le 
terme 

H- 3% 70 sin (^-1-0)), 

qui parait provenir de la correction empirique, fondec sur Tecart suppose entre 
le centre de gravite et le centre de figure de la Lune. La difference entre le coef- 
ficient theorique et celui des Tables se trouve ainsi reduite a 8", 10 — 6", 4 = i^6» 
et Ton pent admettre que le coefficient definitif de sin(g^-h w) est -+-i846i",63 
pour les Tables de Hansen. Pour y ramener les deux theories, il suffirait de 
multiplier les coefficients de Delaunay par 1,00002, et de diviser par 1,00009 
ceux de Hansen. 
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Dans une derniere Table (Table V), M. Newcomb a reuni les coefficients de 
I'expression du sinus de la parallaxe, d'apres Hansen, Delaunay et Adams. Les 
coefficients de Hansen ont ete obtenus en developpant la formule 

D I -i- ecos/V I , \ 

snip =: r-^ ( I — iV -1 — iv' — ... , 

^ a I — e* \ 2 / 

oil log - = 8,2170139. La constante de sin/? a les valeurs suivantes : 

Hansen. Delaunay. Adams. 

3422', 09 3422', 7 3422', 3-2 

En tenant compte de la difterence des donnees, la constante d'Adams se 
reduiraitd'ailleurs a 3422", 12 : elle coinciderait done, a tres peu pres, avec celle 
de Hansen; et il est a remarquer que Taccord est presque parfait pour tous les 
autres coefficients. 
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CALCUL J)ES JNEGALITES PLANfiXAIRES DU MOLVEMENT DE LA LUNE. 



157. Dans Ic calcul de ces inegalites, on est conduit a considerer quatre 
corps, la Lunc L, la Terre T, le Soleil S, et unc planelc P. Soient 



a:, J, :;, /' -- \'x^ -hy'^ -f- z'^ les coordonnees geocentriques de L, 

^1 » 7« • ^1 • '1 ^ ^^"\ "^ /i" "^ ^1^ '^s coordonnees geocentriques de S, 
$1, Yjo ^o D, — \J^\ -h r^\ -r- X,\ les coordonnees geocentriques de P, 
x",y\ z'\ r" ^ yV"'* -^ y* -^- ^'^ 'cs coordonnees heliocentriques de P. 

L'une des equations ditferentielles du mouvement est 

.(!_,- ni - - m' -/^ 

^ni"-- -- — ^i::::^ ^-^m^ ^ j, 

oil (JL, m! et w" dcsignent respcctivement la sonime des masses de la Terre et de 
la Lune, la masse du Soleil et cello de la planete, en y comprenant le facteur f. 

II convient d'introduire le point G, centre de gravite de T et de L, et les 

coordonnees x\y\ z\ r' = \fo^'^ -\- y"^ -^ z''^ du Soleil, rapportees a Torigine G. 
On trouve immediatement 

( 2 ) a'j — x' -+- cT.r, y\ — y' 4- ay, z\ -- z' -\- az, 

en designant par a le rapport de la masse de la Lune a la somme des masses de 
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la Terre et de la Lune. On a ensuitc 

£, =: jc\ -+- x" =: jt' -h a:" -h (J-t. 

Si done on pose 
on en conclura 

(4) li—l-h(JJr, Y), =i:r, 4-0-/, C^rzzJ-h^c; 

^, 7) et ^ seront les coordonnees de P, rapportees a I'origine G. 

Si Ton a egard aux relations (2) et (4), et si Ton remarque que ^, y) et ^ sont 
independants de x, y et z, on trouvera, en partant de (i), que les equations 
differentielles du mouvement peuvent s'ecrire 



d^a- U.T f)R' f}R 
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R' est la fonction perturbatriee du mouvement de la Lune, qui repond a I'ac 
tion du Soleil, tandis que R" correspond a Taction de la planete. 

Si Ton pose 



zz^ r- rr's' 



■ \ x\ -hVYi-i-c? -^I)5^ 
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les expressions precedentes de R' et R" deviendront 



m 



(I - (7)/-' t/l - 25' (1 - <7) p + (I - (7)' ^, (7/-' 1/ I H- a*'ff ^ + »* pi 



_iR'^ __ _ _• .._ _J ^_. 

D'oii, en developpant suivant les puissances des petites quantites -7 et — ,> 
et omettant Ics termes en -^ et j-^ parce qu'ils nc dependent pas de oc,y, z, 

m' \2 'A J /•'' ^ \2 'A J r* 

m" Xm •%) \)^ ^ ' V 2 2 J !)♦ 

RemplaQons enfin s et 5" par les deux valeurs (5), el nous trouverons 

I 3 (jTx' -^- yy' n^- zz'Y i r^ 

m' 1 r * 2 r'* 



i- (i-- 2(y) 



["5 (,rx' -+-.>'./-+- -3')' _ 3 (.r.r' -^ yr^ -+- 33^)rn 
L2 /•'" 2 /•'* J 



JL D/r „ ? (xl-^-y-n -" ' zKy __ I /'^ 
m' 2 1)5 2 i)' 

On remarquera que le calcul precedent, en ce qui concerne R', avait deja ete 
fait (p. 184 et i85 de ce Volume). 

158. Les termes de la premiere ligne, de R' ou de R", sont de Tordre de -7^* 

ceux de la seconde licne de Tordre de — > — 

M. Hill a indique (American Journal of MaihematicSy t. VI) un mode de de- 
composition de la premiere ligne, qui a Tavantage de separer les coordonnees 
de la Lune de celles de I'astrc perturbateur, et de faire discerner tout do suite 
les termes utiles pour la recherche d'uneinegalitedonnec. M. Radau a applique 
le meme principe aux termes de la seconde ligne {Annates de l' Observatoire de 
Paris, Memoiresy t. XXI). Nous emprunterons la plus grande partie de ce 
Chapitre a I'important Memoire de M. Radau. 

En supprimant les facteurs 1 — 2t, . . ., sauf a les retablir quand ce sera ne- 
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cessaire, on tire aisemcnt des formules(6) et (7) les developperaents suivants : 

I „, r*— S^V I 35'*\ ^x^-y-x'^ — y'^ ^ x'y' , ,xx'-hrr' 
5 (^'— 3^y*)(^" — So^yM -^- (Syr' — j' ) ( 3./ -3^'* — / M 



(8) 



8 r" 



(9) 






D 



4 — ~TF ^ '^ ~rr^ * 

159. Soient maintenant w Tanomalie, {? =1 g -\- sv I'arguracnt de la latitude 
de la Lune, i rinclinaison, ^ = sin^i, h la longitude du noeud; nous pouvons 
poser 

- — (i — y«)cos(r 4- h) H- y*cos(r — h), 

Y 

(10) ^ ^ — (i — y*)sin((' I- /*) — y*sin(i' — A), 

— = 2y v^i — y=* sini'. 

Nous pourrons le plus souvent faire abstraction du deplacement de T^clip- 
tique et prendre z' = o. Soient alors V, V les longitudes de la Terre et de la 
planete P dans leurs orbites, et 

A'etA" etant les longitudes des noeuds; en faisant y"= sin^i", et se reportant 
aux formules (3), on aura 

or'rz:— r'cosV, j' ~ — /•' sin V, 
5= — /'cosV'h- /"cosV-h ly^^r" sinA'' sinr", 
^ yj— — /•' sin V'-H r'' sin V — ay^^r'^cos^'sini'", 

?— 2r"y'v^i — y^^sinr*', 
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ou bien 

/ 5- -/•'cosV'-+-(i-/*)r''cosV'-i /•r'cosCaA"- V), 
(la) < rj ^ — r' sin V'-+-(i - y'^)r'' sinV-r- /V 510(2/1" - V), 

( C-:ar'(y''--;/»)sin(V''-/r). 

En se reportaut a la signification (3> de D, on tronvc 
OU bien 

D*- |)» ',y''*/'/''sin(V'- /i'')sin(V-/r), 

en posant 

(i3) n;=rr'»- -/•"*-:?/•'/• Vos(V' - V). 

On en deduit ce developpement 

J J '^P:rj''_ r^^\i\(\' - A " ) si 11 ( V — //" ) 

,T>" \)p ■ " ' \vr 



"0 



Nous pouvons maintenant nous servir des formules (10) pour exprimer en 
fonction de raiv les combinaisons des coordonnees ^, j, z qui entrent dans les 
divers termes de R' ou de R". Nous trouverons pour los termes de la premiere 
ligne, en negligeant desormais y^ 

j — 47i— '-^ 7^ -/(I- -7«)ros'2r, 

3 X* - y' 3 3 3 

-7— , — - 7-(i — y')*cos(2i' - - 2/(f) - vv^cosfcic — ^/O - - y'(i - •/*) cosa/i, 

3 .rv 3 3 3 

('^M " "~T 7(1 -- y*)* j>iii(2(' -»- si//^ -Vy^s'm(2(' — tA) :-- y'( ' — "/*) sin 2 /r, 

I 2 / 4 I 2 

3-^1- - 3y ( I - •" 7* ) sin ( 2 i' -• /<) -i- 3 •/' sin ( 2 c - - h) - 3y ( r y' J sin /i, 

3'-^-: - 3y ( I -- -y* j cos(2i' ^h)-\ 3y' ros(2c -//)-:- 3y ( i y*)cos^. 

Pour les termes de la seeonde ligne, je renvoie le lecteur au Memoire de M. Ra- 
dau. 

Ilfaut maintenant substituer dans R" les valours elliptiques de r, r, r', V' = i'', 
r", V" = 9" -i- h". Cette operation comprendra trois parties que nous allons con- 
siderer successivement. 



• » 
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160. Developpement des quantitcs r^ — 3^^, x^ y^^ xy.xz, yz, qui se rap- 
portent uniquement a la Lunc; nous omettons, pour plus de simplicite, les 
expressions du troisieme degre en x,y, z, qui ont trait a la seconde ligne deR". 

On atteindra rapidement le but au nioyen des relations (i5) et des formules 
suivantes, qui sont bien connues, 

-T z=r.l-\- - er* — ( 2 6' — T ^' I COS / 6' COS 2 I — -r 6^ COS 3 / — 

a* 2 \ 4 / 2 4 

-^C0S(2r -i- a):r:f I eM COS (2^' -+- 2 / - •- a) -t- ecos(2^' -t- 3/ h a) 

(i6) ( ** \ ^ J _ 

— 3 6 COS (2^' 4- /-r^ «)-{- -e^ cos (2^' -h cx) 

~ c^ cos(2 1*^ — / 4- a ) -r- . . . ; 

24 

a designe une constante a laquelle on devra attribuer les valeurs 

o, ±2/1, — 2li — go'*, — /', ^ h — 90". 

On trouvera aisement, en designant par L la longitude moyenne, h-\- g-\- I, 

/•»— 35»^2Ae*cosA7 4-y*]^Be*cos(2L— 2Aii=A-/), 
U7*^ — j*izz V Ae*y*' cos(2L — 2/L -h 2ili ±. kl), 

oil i doit recevoir Tune des valeurs o, i , 2 ; icj est donne par une expression de 
meme nature, dans laquelle les cosinus sont remplaces par des sinus. On trouve 
ensuite 

a;z "5] Ay**=^' e* sin(2L — 2iL -+- lih — hzh kl)^ 

oil i doit recevoir les valeurs o, 1, 2; yz s'en deduit en cliangeant les sinus en 
cosinus. 

IGl. Nous passons maintenant auxdeveloppenients des quantites^^, $^— r^^, 
$Y], ^, Y]^, qui contiennent les elements elliptiques de la Terre et de la pla- 
nete P. 

On tire des relations (12) 

C»--^ 2/^(1 —/*)/•''*[! - C0S(2 V'— 2/*")], 
^i_ yj»,:^ ,./« cOS2V'-t-(l — /')* /•'- COS 2^4- y'^ /"* COS( 4/l' — 3 V 

_. 2(, _ /i )/•'/•" COS (V 4- V) -- 2^"* /•'/•'' COS (V'~ ^4- 2/i') 
2/*(i --/•)/•'• 0082/*"; 
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on obtient h 2^y] en changeant les cosinus en sinus 

£;-_-: - y»fi _ ! y"t\ r'r'lsmiy-i- V— /*")- sin( V- V-t- h')] 

-'- 7"(> - 7//") r'*[^\n{2\" ^ A")" sinA"] 
,-y'»/'*[sin/i"-siii(3/r— 'jV")J; 

on obtient — r^^ en mettant des cosinus au lieu dcs sinus. 
II convient d'ecrire 

v'-i- V" (V-- V") :-'2V^ 

On remplacera ensuite r^\ V", r' et V -- V" par les developpements 

/•" I I 

—„ - 1 -\- - e ' — e COS / c * cos '21 -t . . . , 

a 2 2 

mi" 

V'l^L" r-2e"siiir ,--<?'=* sin 2/'-: ..., 

4 

/•' I I 

—, — I -T- -e'* — ef'cos/' tf'*C0S2/'-i . . ., 

a 2 'J 

V- V_-L'-L" r-2ef'sin/- .«t'^' sin/" = y t-'* siiiu/' ;\'"^sm2r-i .... 

4 4 

On en deduit sans peine 

c* - Ti' ---^\ /*' e'^'e"^" cos [2 L" - 2 £ L" t - / ( L' - - L^ ) - - 2 /A" in A-7' _! /t" T], 

^y^^^^Xf^' ^^'^ f'^^siii[2L'' - AiL'- t /(L' - 1/) I- 2/71". - li" - k' I' Jz A'T], 

oil « doit recevoir les valeurs 0,1 et 2. 



I I I 



162. II nous resle enlin a developper les quanliles jt-3» jt>> yr--j •• » ce qui se 
feraau inoyen des forniules (i3) et (i4)- La premiere donne 



I I 



— ,-W^ |-D;;)cOS(V' -V") : Bi,*^C0S(2V'- 2V'') . .. , 

oil les coefticients B^*', B* ' , . . . sont des fonctions bomogenes de / et de /'. 
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On en conclut aisement 
et, en se reportant a la formule (i4)» 

ji^ =2 A^'*V^y*'^'''cos[/XL^- I/)ib A-7'i± A-V^!= ci/XL'^- /*"}]. 

On aura, fmalement, pour ce qui provient de la Terre et de la planete P, dans 
chaque argument, la portion 

zt: k'izh k"r± 2/(1/ - /t')-+-y(L'-- L"), 

avec le facteur e'^ e"^'^"^^'^^'' . 

On est a meme maintenant de trouver la forme des divers termes qui figurent 
dans le developpement de la premiere ligne de I'expression (9) de R", et d'ob- 
tenir en meme temps leur ordre. Considerons, par exemple, la portion 



4 ii 



«> 



En prenanl dans x^ — y^ les arguments 2L, 2A, 2L — \h^ et dans $*— r^ les 
arguments il" et 2A", on trouvera les divers arguments ci-dessous, en regard 
desquels on a place les puissances de y, -f ^ e et e" qui les accompagnent, en 
rempla^ant en meme temps L par g -i- h-\- 1 : 



ig ^ih-^ 2/ 


-2/% 


I. 


2g -\- 2Ah- 3/ 


-^r, 


e. 


2 ^^ H- 2 ^ -h / 


-2/", 


'', 


2g -h 2/1 -+-2/- 


2/r, 


7'*. 


2 ^ -i- 2 A 


-2/% 


«•', 


2g -\- ih — I - 


-2/% 


• 


2/i —2/% 


• • • > 


■ • • • 


ih-^ I 'aI\ 


• • • » 


y'e, 


lh--2l ll\ 


• • • » 

• • • * 


y'e', 



2g - 2/i -h 2I 9.1", yS 
2^ — 2A-+- / — 2r, y*^% 
2^ — 2/i — 2/', y^e*, 



T. - III. 



A8 



'i-8 
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On troiivera, dans les pages lo, 1 1 et i!:t clu Memoire de M. Radau, des expres- 
sions analogues pour Icshuit termes composant les deux premieres lignes de R"", 
et ce Tableau permet de fixer rapidement I'ordre du coefficient d*un argument 
quclconque. 

Clierchons, par exemple, le coefficient de Targument 

7,g \- lih — 3/'— '^r. 
En faisant abstraction de la difference t — /". il se reduit a 

Or, dans notre Tableau, Targument ^g -- ih — ^jT ale coefficient r* ; en ajou- 
tant 3/", on introduira le facteur <*'*: mais on pent ecrire 

Done on aura, pour le facteur principal de Targument propose. 

On aura aussi e^e^y"^ et e^e'y"-. en combinant avec 3r ou /'-- it — (t — t) 
Targument partiel i(V A"). 

163. II s*agit maintenant de considerer surtout les ai^uments dans lesqoels 
le coefficient du temps est assez petit, de facon a donner des inegalites sen- 
sibles. M. Radau a donne a ce sujet un Tableau Ires complet ('p. i3-iG de son 
Memoire), dans lequel il represente par 

M-, V, T, M, J, s, r, 

les longitudes moyennes de Mercure, Venus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne et 
Uranus. Voici d'abord les mouvemenis diurnes de ces longitudes, ainsi quo 
celles de /, L, h. g. . . . : 



I. 



h 



in 'g'h 



tr 



Lune. 

47033,97 

47ni.9*> 
— 190 w7 



g --39«r^ 

-^4oo,9> 



— // --781, 4fi 

"■ I 3// -- 10.38 



M* i473^'4^ 

V 5767,67 

T 3'j48,i9 

M 1886, 5a 

J ^99- "3 

S 1^0,4 > 

r 4:1,^3 
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J'extrais du Tableau de M. Radau les donnees suivantes : 

Ordre. Coefficieat. Argument. Mouvemenldiurae. Pcriodc. 

1 — T- - V -^-2-219,5 i="*.Go (Hauseo) 

I — 2T-r--2V -4439,0 0,80 (Hansen) 

1 e' — 3 T '2 V -f- 890 ; 7() 4 jO 

o Y*«6'» — iJT 8 V 14, 85 -2^9 ( Hansen-Delaunay ) 

•i 7**6' /-1-16T -18V - i3,oi -273 ( Hansen-Delaunay ) 

2 c* '2xn — 'i} -.- -203,38 17,1 (Neison-Hill) 

5 -, e?'^ L -24T -aoM -^ 8,6> 410 (Neison-Gogou; 

8 — Y^t'e'^ g :3/i -^- 19,38 1 83 ( Laplace-Poissou 

^ •^f^i'^*^' g—'^^ - ^,57 540 

M. Radau a compris dans sa liste quelques arguments a periodc relativeuient 
courtc, qui ne renferment pas d'elements lunaires, mais seulemcnt les longi- 
tudes V et L". Leur importance vient surtout de Taction indirecte que les pla- 
netes exercent sur la Lune, par les perturbations du mouvement de la Terre, 
en ajoutant a r' et \\ dans R', des inegalites oil figurenl les longitudes L", de- 
signees plus haut par les lettresV, M, J, — 

1G4. II nous faut dire maintenant comment se calculent les inegalites de la 
longitude de la Lune qui dependent des arguments consideres. 

La substitution des valeurs elliptiques des r\ f\ V et V", dans les diverses 
portions de la fonction perturbatrice est souvent tres laborieuse. On pent la 
deduire directement d'une formule generale donnee par M. Radau. 

Soit propose dedevelopper suivant les cosinus des multiples de L et L'(nous 
mettons pour abreger L et L' au lieu de L' et L"), Texpression 

3cos(A-i-/V-f-t'V'), 

oil a represente une fonction de ret r\ et A une constante. En se bornant aux 
termes du troisieme ordre en e et e\ on doit remplacer r et V par 

r=:a i-h-e*— (e— ^e'j cos/— - <?'cos2/— ^ e'cos3/ , 

V =: L -+- ( 2 e — V ^' ) sin / -i- 7 e' sin 2 / H e' sin 3 /, 

\ 4 / 4 12 

r^ et y par les memes expressions dans lesquelles on accehtue toutes les lettres. 
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On aura recours a la serie de Taylor qui donne 



■ 

-r 

cos(A 4- i\ n i'\ 0-^ cose - sine [' ( 2e - ' c*^ sin/-: . . . ^ i' Ue'-j eA sin/'-i- . . . 1 



oil C designe ce que devient O quand on remplace r el r' par a et a', et 



e_-A r /L } /'L'. 



On trouve iinalement 



cos(A-:-/V-,-/'V) 

-^ Uocose :-H, 6'Cos(e-r /) , Hjc' cos(e-i 2/) -H,e' cos(e-f-3/) 

-r-H;e'cos(e-T-/')- n;ee'cos(e-r-/^ /') -ir,e»e'cos(en-2/-T-/') 

-{ HJe'* cos(e-T-2/') -i- H;ee'*cos(e-T-/-T-2/') 

-r- - -H'>'» C0S(e4-3/') 



Nous n'ecrivons pas les termes analogues oil / et /' sont remplaces par — / 
et — /', car Ics coelficients correspondants se deduisent des precedents en y 
changcant respcctivement i en — i, ou /' en — i'. II ne taut pas oublier d'ail- 
leurs que, pour — o, les coefficients qui suivent Ho sont doubles parce que 
cos( — /) coincide avec cos/. 

On verra aussi que IIj, 11,, H^, H, se deduisent respcctivement de H,, H^, H^ 
et H3, en permutant a, e, i en a\ e et i . 

Posons 





f. 


«■ To} ' 


^ " da'' 


C'V 




rl/*fiiurnaiif n: 


HI* . — « 


. . . 1 






inais en designant par ^'> ^, • • ce que devienneiit ^j ^» • pour r = a et 



INEGALITES PLASETAIRES DU MOUVEMEXT UE LA LLNE. 38 1 

T^ — a' \ la distinction est importante si G contient aoua'. Nous trouverons 



H» = C -t- e' 



(- ,>c 4- ; c. .- 1 c.) .- «" (- /"c 4- \ c'+ -; c) , 



H. =:*L - -C. + e« 1^ g L-. jg ^'+ -IT ^•- 76 H 

iij — ^ — 1> — y^ ~t — ^1 ~f" g '-jj 

h; ---- £V'c - ^ (eC'H- e'Cj) -r 7 c;, 

h; = ,• iiii (,-.c - 1 C-) - iifi (.-c. - -; c) .- 1 (■■c. - ; c.), 

"3 - ' ^^ ^ Te ^ ^ ~8" ^ "" 48 ^ • 

Pour le calcul desquantiles C, C|, ... qui sont des fonctions homogenes de a 
et a', il convient d'introduire le rapport 



a 



que nous supposerons toujours <; i ; de sorte que a represenle la distance 
moyenne de Mars et de Jupiter eta' celle de la Terre, ou bien a celle de la Terre 
et a! celle de Mercurc ou de Venus. On suppose encore 



^/(7). C =/(«), 



On trouve immediatement 



aoL dot} 
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mais les derivees C,, Cj, ... relatives a a dependent de I'exposant n. On trouve 
aisement 



02, 
" dr 






-r-;- ~'*('* -r-O -;r/( — 1 -+- 2(n -r i) /( — I t- r / I ^ I 



d'ou 



— Ci -- nC -r- (V, 

--C\ :--.-. (n -h i)C' -.i:\ 

-q:--(/iH-Sl)C'-f-(r, 

-f- C, - /^(/^ -M) C -I- 2(/^ ^- i) C -,- (7, 

4- C; -r (/i ^ ,)(,* >H a) C -r- 2(/^ -+- 2) (7-H C^ 

— Cj — /i(/i-i-i)(/i-r-3)C-T-3(/i-hi)(n-2)C i-3(/i-T-i)(:"-i-(7, 

On aura surtout a attribuer a n les valeurs 3 et 4; il est facile de trouver les 
valeurs correspondantes de C,, C'^ ... et de les porter dans les expressions ge- 
nerales des Ho, . ., H^. Nous ne reproduirons pas ici le resultat de ce calcul 
tres simple. 

165. Nous avons quelques indications a donner sur le calcul des quantites 
l^> in* — Nous introduirons les quantites 

l)7«*=:(i 2xcos9 t-a*)~* -- - 6J r-^j COS 5' f ^JcosaO-t-. . . , 

en supposant a < i, et ecrivant pour abreger 6^ au lieu de bj\ M. Radau a in- 
troduit les combinaisons suivantes des b, 

^^ Oi-- 10', — xlbi'^ — h', -2x0',-^ -\-x*b'-\ 



V«6i - Vbi - aV^i^» -z. bi ' 2xbi^' -r a»6^*, 

On sail que le rapport 6^ :/>*"* lend vers la limite a quand i croit indefmi- 
ment, de sorte que les quantites A, A^, ... tendent vers zero. Elles decroissent 
meme, en general, tres rapidement, quand Tindice augmente, comme le montre 
le Tableau suivant, qui a ete calcule pour Venus et la Terre (a = 0,723 332 2). 
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b\. A. A«. A«. A*. 



2 



12 3455,835 55i,32 67,84 5,43 o,i5 

13 9.951,619 451,90 53,1'x 4j05 0,12 

1-4 9.5o3,3oo 368, 3o 4i»4^ 3, 01 0,08 

15... . .. 9.109,310 998,59 39,19 9,93 o,o5 

16 1766,646 ^40)92 24,93 1,65 0,04 

17 1471,390 '93, 5i '9,25 1,99 o,o3 

18. 1919,119 i54,8i 14, 83 0,90 0,09 

19 1005,195 193,37 '<?39 0,66 0,01 

20 895,069 97»97 8,73 0,49 0,01 

21 674,336 77,55 6,68 o,36 0,01 

On a ainsi le moyen dc verifier les valeurs des coefficients 4^, car les A peu- 
vent etre calcules directement par des formules analogues a celles qui four- 
nissent les b\ Mais Tavantage principal de Temploi de ces combinaisons, c'est 
qu'elles se presentent naturellement dans le developpement des divers termes 
de R'\ comme nous le verrons dans un moment. Quand on suit la methode de 
calcul ordinaire, avec les 6J, il arrive souvent que le coefficient de Tinegalite 
est la difference tres petite de deux nombres tres grands, qu'il faut calculer 
avec beaucoup de decimales, circonstance qui rend le travail excessivement 
penible. Or i'introduction des A permet d'eviter cet inconvenient en reduisant 
tout de suite les coefficients a leur vraie valeur. Les A jouent un role important, 
surtout dans les termes qui dependent des excentricites. 

On sait exprimer les b\ par des series hypergeometriques (voir notre t. I, 
Chap. XVII); on pent faire la meme chose pour les A et les V. Ainsi Ton a 

I,,. .,?(.? -4- l). . .(5H- /— l)„, , . . ,. 

~b' — OL' — — ->--;-— -F(.S5 -f- 1, « -T-i, a'); 

3 * I . 9 ... £ 

' All /(-^ - l). • .(^H- «*— 2)„ . , 

-AM— a'- — ^ — . tiSyS \- i — \^i -^\yCf}); 

I I . 2 ... I 

- VM — a' -^^ ^^ — ; F(5 — I , .? -+- 1. £ 4- I , a*) ; 

9 1 . 2 ... £ 

2 ' (1 -a*)* I.2.. .£ \ ' I — a* J' 

I... a' 5(.? — 1)...(54-£ — 2) p / . a* \ 

2 ^ (i--a^)* 1.2. ..£ \ I — a*/ 

I-,/ a' s. . .(s -h i — i) r^ ^ . «* \ 

-VM— — : - -^^ . --F 5-r-I, I — .V, £ 4-1, r ); 



' /' -— g^ 5(^4- l). . .(5 4- £ — i) 

2 ^ ~~ (I — a*)*'-* I . 2 ... £ 

3 ' (i — a*)'= ~* I .2. . . £ 



I,/ a* s{s -f- 1). , ,{s -f- 1 — > ) ^/ ., .. tv 

-f"s = ^, _. ^.).,-. --- -'---. F(.-*,«4-I-5,H-I,««), 

- A6} =: ZiTT-l -T~J .• F (2 — .?, £ 4- I — 5, £ 4- I, «*), 



l-.y a' ,9. . .(^ 4- £ — l) «, . ,. 

2 ^ ^i — a*)**-* i.2...f 
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il en 


resulte les 


relations 
















F(5-I, 


^ -^ /, / -4- I, a') 










F(5,.V 


-- 4, / 1- 1 , a^ > 








A6J 


,^ — I 


F(.?, .V 4- 1 — 1,1 4-1, 


«') 










^i 


/ -t- .V — 


1 I' (.V, A- -t- /, 4 -t- 1, a 


•) 










A'^i 


X — f 


.« — 1 F(.v, .^-'-1- 


- ->, i 


-^i, 


a«) 



et Ton voit que les A successifs decroissent tres vite, lorsque i est un nombre 
un peu^eleve. II n'en est pas tie meme des V, qui sont en general du meme 
ordre que les b. 

166. Nous avons dit que les A se presentaient naturellement dans le deve- 
loppement des termes de R". L'expression (9) de R" contient en effet les 
expressions 

Or, en ecrivant, pour siniplifier, r et V au lieu de f et V", et faisant 3 = «» 
les formules (12) donnent 

^ - r cosV — r'cosV— yVcosV -hy'rcos(2/i — V), 
Y) ■=-- r sinV — r' sinV — y' rsinV -r- y'rsin(si/! — V); 

on a ensuite 

1)1 -- ,.i 4. ,.'!__ 5ir/'(f — y«) cos( V — V) -- ci/v'y« cos( V'-+- V — oJi). 

Si Ton Fait 

0?— I i-a>-- '?aros(V — V), 



on trouve 



i _=rcosV— acosV— y»cosV-4-y-cos(2/i— V)][i-i-a' — ^acos(V — V')4-2ay«cos(V~V') 

— a ay* cos (V -i- V— aA)]"^ 

,r, • ,r • / 7 ^rx-if ' e ,cos(V— V')— cos(V4-V' — aAH 
^[cosV-acosV'-y«cosV hy»cos(2/i-V)j| jy^ -5ay« 5^ i — _J^-^_L _ a.'L? I 

de sorte que la partie de g^r* qui est independante des inclinaisons est egale k 

COSV — aCOSV I, ., ir^\Vt/ / -Tr -^r/v 

y^if _ — - (cosV — acosV) > ^^ cos(iV — - iV). 
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fl yj< 

On trouve de meme, pour la partie de ..^ r' qui est independante des 
inclinaisoDs, 

cos o, V — T a cos ( V -^ VM -i- a* cos* V 

_ 

= - [C0S2V — 2acos(V -h V) -i- a*cos- V']^^! cos(e V - i\'). 



On a, en utilisant une transrormation bien connue, 



-cosV y 6lcos(«V - tV) ^ - y ^i cos(V - i\ -t- iV), 

— « — M 

-f-oB -^an 

- cosV 2 6icos(<V - <• V) = - 2 *'r' cos(V - i\ -h i\'), 



d'ou 



-♦-•0 

cosV — a cosV^' I 



I)} 2 



ziz -^A^'.cosiV — /V4-/V'). 



On trouve de meme 



cos'iV — ?{« cos( V -+- V) -^ a-cos-^i V I v^ 



Dj 2 

— oe 

Si Ton reinarque que, d'apres les formules (17), on a 

Si as 



::zz - 2 A«^', C0S(2 V - i\ -r £ V), 



i * . 1 t*— Y)* 



on trouvera que les parties de jj^ r* et de ..^ r* qui sont independantes des 
inclinaisons ont pour valeurs respectives 

-A ^^«cosV -r--y ^ ^5^^s( V--iV h/V') h -V V ^icos( V :-tV-/V'). 

2 J 2 ^M J- 2 ^M Y 

- A»^0cos2V -H - y A«6', cos(2 V - tV -r i\')'r - V V*6;cos(2 V h iV — tV). 

^ * 2 ^^ j" 2 ^^* • 

1 1 

On voit done que, comme nous Tavions annonce, les tbnetions A6', V61, 

A^Ag et V^A'^ s'introduisent tout naturellemenl; la transformation sera surtout 

2 5 



T. - III. 
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avantageuse quand on aura a considerer Tun des argumenls 

ou /designe un nombre entier positif. 

Dans le cas des planeles Inferieures (r' > r), on aurait, en faisanl a = -, — p i 

>- -_ a cos V^ — cos V, 



acosV — cosV 



c ,. a COS V — cos ¥ I v^ Ai/ /^ / ■%'/ 1/ 

I)* J); 2-^ I "^ 



00 



---A^«,cosV'--y ^^icos(V'-£V'-t-/V)- ' yV^;cos(V'-f-/V'--/V), 



1 

.i 



I)* 2 -iid I ^ 



— 00 



- A«^«,cos2V-n - V A*Mcos(u\' /V : /V) 



1 



-} ^'^'^^b'^C0S(2\'n-i\'~-i\) 



1 
1 



On trouvera dans les pages 28-3 1 du Memoire de M. Radau les formules qui 
permettentde calculerrapidement, de proche en proche, les valours des A, A*, ..., 
V, V^, . . .., ainsi que celles de leurs derivees. 

On voit ainsi que Ton pent obtenir, d'une maniere rapide et sure, la valour 
numerique du coefficient d'un argument quelconque de la fonction perturbatrice 
de la Lune, grace aux simplifications indiquees, a savoir : 

1° La decomposition prealable des termes de R en groupes qui renferment 
certaines combinaisons des elements lunaires; 

2** L*emploi d'une formule generate dedeveloppement par rapport aux excen- 
tricites; 

3® L'introduction des fonctions A, V des coefficients b[. 

167. II reste a en deduire Tinegalite correspondante de la longitude de la 
Lune. On y parvient aisemcnt en se servant du procede d'integration que M. Hill 
a expose dans son beau Memoire, On certain lunar inequalities due to the action 
of Jupiter (Astron. Papers, t. Ill; i885). Ce procede, qui repose sur la methode 
de Delaunay, reduit le travail a quelques substitutions. 

Nous avons vu que, dans cette methode, on considere six variables L, G, H, 
/, g, A. On elimine successivement tons les termes periodiques de la fonction R' 
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qui provient de Taction du Soleil ; apres les avoir epuises, on conserve le terme 
constant qui est comme le residu des operations, et dont les derivees, par rap- 
port a L, G, H, fournissent les mouvements /g, go et A© des arguments /, g, h. Si 
alors on ajoute un nouveau terme periodique, provenant de R", que nous desi- 
gnerons par R|, les elements devront satisfaire aux equations differentielles 

ciL dRi dl , dRx 

cit dl dt " dL 

Soient SL, S/, ... les accroissements des elements, S/q, S^o ^^ ^''o '^s varia- 
tions de /©, go et Ao qui correspondent a SL, SG et SH. On aura 



(18) 
Posons 

(T9) 



S^df-W 'dF -^^''^ dir 



( R, — A cos 9, 

I Ozrril ,-rg-, rh \-Ct-\-q, 



oil nous representons par c/ h- y la partie independante do la Lune qui renferme 
les longitudes des planetes, et soit 

le mouvement de Targumont 0. On pourra prendre finalement 

Les formules (i8) et (19) donneront 

aL-jiR,, 5G---.^R„ oH-^R., 



d'oii 



da ^- da ^,, da .„ 

dL dij dn 

^ f .da ..da .„ da\ K ^ 

^t ( -dlo ., din .„ dl^X A f. 



^e 


• • 


oy 


og^-^-' • 


• > 


8A, 



• • • 



On aura ensuite 

dU ,, (^A 

•5/ "^^«""dL 



- 5/0— 3r COS0, 



<} V /)A (}rt , ^ (3l£ c>A dy 
dX^ da dL de dL &/ dL 
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En integrant, il vient 

Les coefficients -T^) • •, ^^f et 37% •••» ^n? qui entrent dans ces formules, 

oL otL oL on. ^ 

peuvent d'ailleurs etre calcules une fois pour toutes, a I'aide des series don- 
nees par Delaunay(t. I, p. 834, 867; t. II, p. 237, 799). M. Hill en a determine 
les valeurs numeriques en ajoutant les complements probables, obtenus par 
induction, quand la convergence des series etait insuffisante; nous ne reprodui- 
rons pas ces valeurs numeriques. 

Pour etablir les expressions finales des perturbations cherchees, M. Hill intro- 

duit, a la place de M, le rapport^ = (jl, oil n ~ /oH-^o-*-^o represente le 

moyen mouvement definitif. L'inegalite de la longitude est proportionnelle k (jl*, 
si la periode de Targument est tres longue, et, par suite, (jl tres grand. 
On pose 

julA 



B = 



n^a^ 



et si Ton reprend maintenant la lettre L pour designer la longitude moyenne, 
on trouvo 



6a 



(si,oi35£ — o, 003339 e'-f- o , 000084 «") B cos 9, 



(20) 



a 
i de :~ ( 19, 207 1 —19,238 4*' -f- o,oo32£'')B cos^, 
Sy ~(o,ooi4« -f- r),5674t'— 5 , 5899 1" ) B cos 9 ; 

/ ^ r( - 3,0904^ -i- o,o566i r — 0,01 i37r)|UL~| 

^L — I B sind, 

I 1 — 'i,oioo>. 4- 0,34^17)1' -1-0, 47i9>'' J 

1 r( — ^> ' i56/-}- 0,06208 £*'--- o,o366or)an 

(21) ' 61^. r ' '^ Bsin6, 

1 L- ^,oi34X- 349, 84>/- 0,0313)." J 

r( -- o,o368o/ f- 0,02921 £*' - o, 00376 r") JUL*] 
8/tT-z\ B sin^: 

L-- 0,00008 X — 0,06877 >.' -124,54)." J 

on a determine X, X' et X" par les formules 

(22) a—---l\, e—'^VA, y-r— — A"A. 
^ da oe ' ay 

M. Radau a employe avantageusement une modification de ces formules, en 

faisant usage du rapport 

n 3548", 2 



M M 
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qui represente (au signe pres) la periode de rargument 0, et qui est treize fois 
plus petit que (jl. II pose en meme temps 



p^-j^.. 



et trouve 



(20 6w) 



n'^a* 



— ~(o, T4901 i — 0,000246/' — o , 000006 £*'') P cos^, 

de--(i ,42i5t -- 1 ,4288 £*'-+- o, 00024 £'')P cos 5, 
$y ~(o, 00010/ ^- o,4i2o3/'-— o, 41370 £*")? cos9; 



[( — 3,o576£ -+-o,o56oi£' — 0,01 i24£")pn 
— o, 14876X -+-o,o255iX'-+-o,o3492X'' J 

[( - 3,o826£ 4- o,o6i42£'-- o,o362i i'')p~\ 
'^ Psin{?, 
— Oy 14901 X — 25,891 X' — 0,00232X'^ J 

r( — o,o364i i -h o. 02890 £*' — 0,00372 £'')yc?"l 
dA=: I Psin^. 

L 4- o,ooooo6X — o,oo435X'-T- 9,2i69X'' J 

Pour avoir Tinegalite SV de la longitude vraie, il faut substituer les pertur- 
bations des elements dans Texpression de V, et il suffira generalement de se 
borner aux termes principaux, en faisant 

(23) V — L H- 2esin/-i-o,4iesin(2f) — /), D "L~ L'; 

par consequent, 

dV r^dL 4-3e[2 sin/4- o,4i sin(2D — /)] -^ 2ecos/5/-^o,4i^cos(2D— /)(2 3L — 3/). 

Dans les applications courantes de ces formules, le coefficient A contient le fac- 
teur a* ou a', de sorte qu'on a X = 2 ou X — 3, en faisant abstraction des modi- 
fications que les perturbations solaires apportentaux elements de la Lune. 

Lorsque A renferme le facteur e ou e*, on a X'=: i ou X'= 2, a peu pres, et 
comme, dans les formules (21) et (21 bis), S/conlient A' multiplie par un fort 
coefficient numerique, il pent en resulter une perturbation sensible de Tele- 
ment / et, dans Y, une inegalite a courte periode qui accompagne Tinegalite 
cherchee, dont Targument est 0. 

168. L'action directe des planetes sur la Lune provient de la partie R'' de la 
fonction perlurbatrice; elle depend en premiere ligne, d'apres la formule (9), 



/•« 



du facteur /w" r^- Les formules introduisent le facteur 



m" —r — —, n^'^a} (planetes inferieures), 
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ou bien 

m" -^, = — a* «'* a} (plan6tes sup£rieures). 

En multipliant ensuite par 206265'' pour convertir en secondes d'arc, etdesi- 
gnant par ^ le facteur — ;•> ou — 7 a*, on trouve : 

Mercure 3'll — o',o389 

V6nu8 o,5i57 

Mars 0,0194 

Jupiter 1 , 3975 

Saturne 0,0679 



On a, d'ailleurs, 



-- r= 0,07440, — - — o,oo5535— — — -. 



Pour tenir compte des perturbations solaires, dans W\ le plus simple sera de 
substituer pour r, V leurs valeurs troublees. On prendra done les expressions 

(non transformees) de V et de -> donnees par Delaunay, et Ton en deduira 

celles de r*, r* COS2V, r' sin 2V, 

On trouvera, par exemple, avee une approximation suftisante, en faisant 



n' 

/w = — » 

n 



rt' 8 64 

— ( 2m*-H -r-me^-i- -- m* e' j cos 2 D -'- f -^ m -«- -— m'j ^* cos (2D — 2I) -\- .. . 

De meme 

-h f m»- ^J m'c' j cos (2!) 4- A) 

237 

-- — jm*e'cos(2f) — 2/4- A) ; 

Ces expressions nous seront utiles dans la suite. 

La partie R' de la fonction perturbatrice est la source de Taction indirecte des 
planfetes, de leur action reflechie par le Soleil, car elle se traduit par des per- 
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turbations des coordonnees r\ V, U' (rayon vecteur, longitude et latitude jdu 
Soleil). Nous prendrons ces perturbations dans les Tables de Le Verrier. 

169. Pour evaluer Taction indirecte d'une planete, il faut done introduire 
dans R' les inegalites Zr\ SV' etoU', en posant 

Rappelons, d'aillcurs, que, dans les Tables de Le Verrier, les arguments ren- 
ferment la longitude moyenne de la Terre, qui est designee par f , et qu'il faut 
augmenter de i8o** pour avoir celle du Soleil. 
En faisant abstraction de SU', et considerant la premiere lignc de Texpres- 

sion (8) de R' comme une fonction de V — V qui a en facteur —' on pent faire, 



L'action indirecte est, dans certains cas, beaucoup plus sensible que Taction 

directe. Considerons, par exemple, le premier terme vt/i de la (brmule (8), on 
aura 

3vr --0, oK — — / — TT-or': . — y ik!^ o} i\ -\~ ^c'cos/') - , ) 

ou, plus simplement, 

4 a 



de sorte que les inegalites qui en resultent apparaissent comme des perturba- 
lions du rayon vecteur r . En prenant dans les Tables — 7- = A cos 6, on trouve 



4 

par consequent, en vertu des formules (21), dans lesquelles on doit faire 
i = i' = i' = o et X 1:= 2, 

oL =:^ 3a— T Asinfi', 
* /i' 

OU bien, par les formules (21 &15), 

3 2 

5L = - X o, 14^76/? A sin^~ -/?A sin9. 

En supposant que la periode est tres longue, et que Sr" depend principalement 
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de Sa', on aura encore, a peu pres, 

(25) 6V— - - />Asiii0; 

4 



en comparant ies expressions precedentes de oV et de oL, ii vient 

(26) oL:^- IfiV'r^ -o,i5 6V'. 

^ ' 27 

Quelques mots d'explication sont ici necessaires : on a 

/•': . a'(i — e'cos/'-r . . .), 
V -^ L' h r n' ^^ 4- 2 e' sin /' -h . . . , 



d'oii 



or -- oa \ — T-,oe -\- . . . 
ae 



/'--^6L'-}- fdn^ 



d\'--^dL'-\- I dn' dl -r- '^ de' 



Si 8e', . . . n'intervienncnt que tres peu, nous supposons que Ton peut prendre 

or ^oa -•! A a cos 7. 

On a ensuite 

'\ on .-) tto 

- o, 



n' a' 



d'oii 



3 

on' — -- - n' XcofiO, 
2 



3 //\ . , 3 



/ on' dl - — '■ — rr-siiiO — - pXa'mOf 

J 2 M 'A 



^ 



1 

CO qui est la formule (aS), laquelle serait en defaut si Tinegalite or' provenait 
surtout des perturbations de Texcentricite et du perigee du Soleil. 

On pourra done, d'apres la relation plus ou moins empirique (2G), se faire 
une idee de Timportance probable du coefticient de Tinegalite de L, en divi- 
sant par 7 celui de I'inegalite analogue de la Terre. 

Pour en montrer Tapplication, cherchons le coefficient de Tinegalite, due a 
Taction indirecte de Venus, qui depend de I'argument i3T — 8V. Les Tables 
donnent, pour la Terre, 



oV'_: hr,92siii(i3T - 8V-hi32«); 
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on cn conclura 

SL — - o% 29 sin(i3 T — 8 V 4- i32*»). 

Dclaunay trouve, pour la partie qui provient de Taction indirecte, 

oL~ — o%27sin(i3T -8V-hi38«); 

Taccord est tres satisfaisant. La partie qui depend de Taction directe de la 
planete est a peine sensible; le coefficient est inferieur a o",oo4. 

170. Pour calcuier d'une maniere plus precise les inegalites dontTargument 
ne renferme pas /, g, h(i==^ i' = i" ^^^ o), nous auronsa considerer, pour Taction 
directe, le terme 

..2 3-2 ;")n ,,'i^i 



41)' " 41)? 



m" m" 



oil OIL represente le facteur numerique — , ou —7 a% exprime en secondes {voir 
le n^ 168), et D, le radical 

V 1 -i- ot' — 2 a cos ( V — V ) ; 



a"^ a'^ 



on a remplace par Tunite le facteur -75 ou -^i' parce que, dans la formule gene- 
rale qui sert a developper |r^ , les derivees C, , Cj, . . . sont finalement remplacees 
par les derivees C, C", .,., qui ne dependent que de a {voir\^ n** 164). Dans un 

calcul rigoureux, il faut ajouter a i^ les termes en y"*» les perturbations so- 

laires, etc. 

Pour Taction indirecte, nous aurons 

(JR'=r - % m' -P- d/' =.-^ n'^a^{\ -\- l^e' cos/') ^ • 

Le facteur r^ — 3^^ a ete simplement remplace par a}\ mais Texpression 
plus complete a*( i — Gy^-f- - e^j nous servira maintenant a determiner les 
coefficients de 8L et S/. En y appliquant la formule (22), on a d'abord 

£=il'=rr=0, Xzzi^, X'n:3eS >/'z_-. - 12y», 

et par suite, dans Texpression (21 his) de SL, le facteur 



f I — 6y'-4- - e' j (— 0,2975 -h 0,08c- -0,427*) =1 — 0,2960; 



T. - III. 



5o 
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puis, toujours paries formules(2i bis), 

3/ 0,2980 -4- 77,67c' — o,o3y' _ 

5L "~ 0,2975 — o,o8e^-|- 0,427' "" '^^^' 

On aura ensuite, en remplaQant 4^' par —.> 

D/. jtnf 3 „ ,r OIL drW cos/'\1 

Supposons le coefficient de — t n'^a'^ mis sous la forme 

(27) — ^yrj H T ( ^H ~ I = 'A,GOS0 4- cAo'sin^^: <Jl>cos0 -- eA£.'cos(^-4-9o*'); 

on aura, d'apres les formules (21 bis), 

3L=i4- 7 n'^a^ X 0,2960 ( V! . sinO — -^— ^, cos6 ), 
4 \/i^a- /I 'a' / 

(28) 5L= -/>(ciU sin 9 — ^1,' cos 0). 

Done, ayant obtenu Ic developpcment (27), on en tirera SL en ie multipliant 
par-/>, etchangeant cosO et sinO en sinO et — cosO. 
On aura encore, a tres peu pres, 

et, par suite, 

dV3i:dL+ — (2C0S/dL). 



ro 



L'inegaliteconcomitante, a courte periode, qui provientdu produit 2cos/8L, 
et qui a pour argument G=h/, s'obtient done en divisant par 10 le coefficient 
deSL. 

171. Proposons-nous de calculer Tinegalite de Hansen, qui a pour argument 
/-h 16T — 18V; elle provient de Faction directe de Venus, done de R". 
La premiere lignc de R" contient, comme on Ta vu, les parties 

3 3 

/•'— 35', _(^2 — js), _^y, Sa:zy 3/5. 

D'apres les formules (i5), Targument / tout seul ne pent se trouver que dans 
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la premiere partie r* — 3:;'-. On a d'ailleurs 

/•*— 3-3- — /•2 — r)*/-(i — •/^)(i — cos2t')r*, 



= 1 — 2<?(i— -e--h...j cos /: 



a* V 8 

(lone 



II en resulte 
On a ensuite 

D*=:/-'*-i- /•''-'- 3 /•'/•"( I — /2) cos (V- - V'')-2/''/-"/»C0S(V4- V— 2/4'), 

En posant, comme plus liaut, 



r' 



on trouve 



nj-:i- -2a('0S(V — V") -i-a=, St=: - , 

r 



D* — r'*[Df4-2a/=^cos(V'-V"j-25c/*cos(V-+-V''-2//'')], 

^ _ JL o .. cos ( V -t- V -_2 / /^)-cos(V- VM 

1)3 — Dj <-^ ^7 ' ijo -^ ••• 



II en resulte, en negligeanty'^ 



X 



r 1 ., „, cos(V'-f-\ " -2//') -cos(V'— V") ,. , „, C0S(2V'' — 2^") — l"! 



Pour avoir les ternies de la forme voulue, on pourra se borner a 

cos(V-+-V"--2/<") 4- 2 a cos (2 V— 2 /i") 



X cos/ ,^. 

J); 



Nous negligerons e' et e'\ et nous trouverons, en remplacant m" — et Y P^'* 
leurs valeurs numeriques, 

W =— o\ooo 2^-; n'^a^ ( I —Gf— ge'^ + GyM aecos/ 

X [C0S(L'-hL''-2//) i-25CC0S(2L''-2A')]^6^'C0S(lL— /L') 
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Pour avoir ies termes cherches, il faut donner a i ies valeurs 16 et 17; il en 
resulte 

R' — — o", 000 247/1'* rt' (i- -6y*— g e»-H6/j 2e cos/ (- ^J' 4- a^»i*^ cos(i6L'— iSL'^h- a/i'), 
R" = - o^oooi'^-jn'^a^eli _ 6y«- i e^-\- 6y*^ (^ b'^ \- a^i'^ cos(/-+- 16L'- i8L"4- ih"), 

puis, en remplaQant b\^ et b^^ par leurs valeurs numeriques, 



2 2 



R'' — — o% 00 1 33 n'^ a^ e cos 9, 
Q --=:/h-i6L'-i8L''4-2//. 

Nons avons omis pour un moment le facteur i — 67^ "" A ^^"^ ^^*' iequel 
differe tres peu de i. Nous aurons done, pour appliquer Ies formules (21 bis), 

P r= — o',ooi33/;eii= o'',oi99, /> z= — 273, 
i — I , I ' = r — o, > -= 2, X' — r , X" rn o. 

II vient alors 

Les parties qui dependent de c'% €'e\ e^'^ sont beaucoup moins importantes. 
Delaunay trouve en definitive (^Additions a la Connaissance des Temps pour 1862) : 

(JL^i6",668sin(/-M6/' -iST -m44°43',5) 
=:i6%668sin(/-f-i6L'-i8L''4-i49**3i',6). 

J'ai montre (Comptes rendus, G juiliet 1891) que, si I'on tient compte de y"\ 
on trouve un complement soustractif qui depasse i",6. M. Radau a repris mes 
calculs, et il a vu que, pour tenir compte de y"*, il faut multiplier Tinegalite 
par I — 0,1037; il faut Taugmenter de 0,0070 pour avoir egard aux termes 
en y"*- 11 s'ensuit que le coefficient de cette inegalite doit etre diminue de 
i'\5g5. II faut aussi tenir compte des termes en y^^e'^ et y"*e"^, qui donnent 

-— o",444> Gt du facteur i — Gy^— ge^, omis par Delaunay, qui entraine une 

nouvelle correction de — o", 20G. L'ensemble de ces corrections represente 
— 2", 25. Le coefficientde Tinegalile a longue periode qui depend de /-h 16T— 1 8 V 
se reduit ainsi a i/r»4"» I^ periode est de 273 ans. 

172. Cherchons en second lieu le coefficient de Tinegalite dont Targument 
est i3L' — 81/ et qui provienf de Taction directe de Venus. Elle a aussi son ori- 
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gine dans le premier terme de R", 



m 






En operant comme precedcmnient, on tronve 

Nous remplagons m" par M"n'^a'^, r par n et, en ne conservant que les termes 
utiles, nous trouvons 

L'inegalite doit etre dc Tordre I'j — 8 = j; comme R" contient deja le fac- 
teur y"^, il y aura a considererles nouveaux facteurs 



6''^ e'^e\ e'e"^, e"\ 



Nous n*aurons egard qu'au premier. II f'audra considerer le terme general 

^'5 cos (/V- A-"), 

2 

ce qui introduira les arguments 

qu'on devra combiner avec Targument 3/' qui s'introduit par les formules du 
mouvement elliptique. On voit immediatemont que, pour avoir un argument 
final de la forme cherchee, il faut donner a i les valeurs 9 et 10. On aura done a 
considerer le produit 

r6icos(9V'-9V^')4-/4"cos(ioV'-ioV'')| [acos(V'-h V- 2/O 4- 2a'cos(2V — /O] 
que Ton reduira a 

l^ (xbl-hcK-dlA cos(ioV'-8V"— 2^"). 

II viendra ainsi, en remplacant y"' par sa valour numerique, 

ir=:--o%ooo34i n'^a^'i-]^ l-^ xbl-, ^-f^V) co.s(ioV'- SV— 2/^). 

On pourra appliquer la formule genoralo du n" 161, en y ecrivant 

a , e\ i, a , c\ / , 
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au lieu de 

a, e, /, a', e' , l\ 

et prenant 

S~ioL'—SU—2h\ 



a'V / I 



2 S 



On aura a considerer, dans la formule citee» seulement le terme 

H3^"cos(ioL'- 81/— o. A'^-i- 3/'), 

avec cette valeur de H3, 

u _ .^^^^"^"'^^'^^^r 400-4-90-4-3 II I 

H3-10 ^^ L L,4--g U- ^L3, 

_28i5 493^ ^ Up I p 

"'-~iV^""T6 ^^"^ T^^"48 '• 

Les formules du meme numero donnent, pour /i = 3, 

-C,^3C4-(7, 

Cj=i2C4-8C/-f-C% 
-C3=6oC-i-6oC'-f- iSC'-f-C"; 



il en resulte 



On a ensuite 



48 iO iO 48 



a ex. dcf} dcr 



d'oii, en remplagant C par sa valeur, 



■h 



ou hien 



lb L^ aa 2 J fly. -J J 

[ 2 ' G^a' 2 dy^ dx^ dy} dy. J ' 

2327 ,^ 743 1' 7 , I I , J 

L 12 f 32 dy 8 6^a* 96 dy^ J 

2o84d , ,0 , 799 ^ _J_ , ^9 • I ^ ' ^3 I 



1 

A8 



H3=^« 
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3 

Cette valeur dc Ilg, miiltipliec par le facteur^quo Ton a cnglobe plus haul 

4 

dans le facteur nuineriquo, domic identiquement le coefficient que Delaunay 
designe par B^ (p. 28 dcs Additions a la Connaissance des Temps pour i863). 
Avec les valeurs numeriques de a, b\^ b^^^ ct de leurs derivees successivcs, on 

trouve finaleinent 

On peut appliqucr la formule (21 bis), en y prenant 

P =^— 289 el 1 ^= 2, 
ce qui donne 

o]j --. — 0,296/? X 1 i'\()e'-* cos 6', 

oL =:-+- o", 0039 sin (i3[y~ 8L"-r- 272**). 



Les termcs qui dependent de y - e'- e" et de y"* e' sont, numeriquement, de 
ineme ordre que celui-ci; mais les autres, qui dependent de e'% e"" e'\ ... sont 
beaucoup plus pctits. En somnie, Taction directe de Venus ne produit qu'un 
effet negligeable, car le coefficient definitif ne surpasse pas o",oo4. 

173. Considerons encore une inegalite, signalee en 1877 par M. Neison, et 
calculee plus tard avec precision par M. Hill, qui depend de ixs — 2J. Pour ce 
qui concerne Faction directe de Jupiter, cette inegalite provient de la seconde 
partie de R'', 

En se reportant aux formules (i5), il vienl 

ir 1= y m\\ - 'xf) r- cos( i r -h 2/?) ^ ~,^" -;- /•' sin(2r -f- 2//) -.^-^ ; 

d'oii, en ayant recours aux expressions (iG) de -5 . (2^ -f- 2//), et ne conser- 
vant que les ternies en 2nT = 2^ -1- 2./1, 

1 I) fl 6 

R"= -^- //?"(! — 2y*) -j^ [(^-— rj')cos2GJ-h 2^0 sin2nj]. 

Si Ton neglige provisoirement Y' ^l^^s les expressions de ? et y], il vient 

R"r= -i^m"(l -2/)^ [^'*C0S(2V'-2ro)-2/-'/-''c0S(V' + V'--2Bj)4-r'"C0S(2V"-2Cj)]. 
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r' 

On a, pour Jupiter, OXL = i",3975, et, en posant — = a, on trouve 



— 2cj)-+-a-cos(2V' — 2cj) 
, 



o/r i, o / ,x „ , ,20"' cos(2V"— 2cj) — aasinCV'-hV 
R''=i'',3ioi(i-2/)/i'«a«e« -p^ ij,- 

d'oii, en faisant ^ = i, et remplaQant jrj par son developpement, 

R'ziz i%3ioi (I — 2y')/i'* a« e» ^ ^* ^i cos(2 V— eV -^ iV- 2cj). 



Si I'on ne retient que les termes qui repondent a « = o, « = ±: i , il vient 

R" ~ i%3ioi (I - 2y«)n'« a* e« ["A* ^^J 008(2^- 2cj) 4- A' 6| cos( V^-^- V - 2w) 

Li I 

-f- V» 6[ cos(3 V - V - 2ct1. 

M. Radau developpe cette expression par sa formule generaie; il introduit 
alors les arguments 

2L"— 2Tij^ 2J — 2CJ, donl le coefficient est fini, 

} qui contiennent e' el e". 
3L"-L'— 2CT— r-H/'=2j-2nj-nj'--TO'', ) 

Rempla^ant finalement gj' gj" par sa valeur numerique, il trouve 



R*^—- /i'*a*e'(i — 2y')[2", 7326 cos (2CJ — 2 J)-- o^oo26sin(2TiJ — 2 J)]. 

II tient compte aisement de Y' ^^ modifiant iegerement le coefficient de 
cos(2CT — 2 J), et le remplagantpar 2", 7317. 

II reste a determiner reffet des perturbations solaires. Jusqu'ici, en effet, on 
a considere les elements de la Lune comme elliptiques, tandis que, avant de les 
substituer dans R", on devrait tenir compte des modifications qu'ils eprouvent 
par le fait de R'. Celles qui proviennent des facteurs x^ — y^ et xy outpour 
origine le developpement de r* cos 2V, dont nous n'avons d'abord retenu que le 

terme -e^ cos2ts. Or les formules du n° 168, en y faisant A = 2T = 2V', don- 

nent direclement 

I — cos 2 V I ~ f. e^ —- cos 2CJ, 

\a* J 128 n^ 
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de sorte que Ton a finalement 



5 



2 128 /^* 2 



\ 320 n^J' 



il suffit done de remplacer e^ par 



eM.-3izrC„ 



320 /2* 

ou le coefficient 2", 73 17 par 



/i'* 



2", 732 — 2",02— -• 

Considerons enfin le terme suivant de R" 

•rm '-"- 7-.3^'cos(2L'-2l/)--o",o5i7//'«/-'cos(2[y-2l/). 

Les formules du n'' 168 donnent encoro (puisqiie 2D — 2/= 2gj — 2I/) 



45 n' 801 n'^ 



et, cette expression etant mise a la place de r^, le terme en question devient 

-r-( o^ji^j - r-o",647 ,- 1 n'^(7*e^cos{2T;s — 2J). 

En ajoutant ces perturbations solaires a Texpression primitive de R", on trouvo, 
pour Taction indirecte de Jupiter, 

R"-. n'^a^e^ r(2%732 - r)",/i6-/*-+- o%i45 ^ - i%37 y^J^ cos(2CJ — 2.1)1 

— o", 026 sin ( '^. M — 2 J ). 

11 faut calculer ensuite Taction indirecte de Jupiter, qui donne 

(JR'rz: n'^a^e* (o",267 -o%2Gy^ - o",or) — ^ j cos(2Cj — 2J) -+-o'',oo6sin(2CT — 2 J). 

On a, finalement, en reunissant les deux effets et negligeant le tres petit terme 
en sin(2Gj — 2J), 

R — /i'»rt'e' I 2^999 — 5",72y*4- o",i45 i",42~ I C0s(2ct— 2 J). 

T. — III. 5 1 
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II ne reste plus qu'a appliquer la formule (21 bis), en prenant 

R=: ACOS0 = AcOS(2/l -f- 2g — 2 J), 

p = o,o5'i87, ym 0,0450. 

ot les formules donnent 

oe —- — o",4167 cos(2Cj — ?,J), 

col—: — o", 4408 si n ( 2 CT — 2 J ), 

oL -= h o'', 2062 sin(?.?;T — 9.J), 

(1*011, finalcment, pour la porturbation de la longitude vraie do la Luno, 

5V = -h o",2oG sin (2?n —2.1) - o",888 sin(/ -i- 2?jt - - 2 J) — o",i86 sin(/ — 2T -}- 9.J). 

II y a done une inegalite de o'',2, dont la periode est de 17^, 43, par conse- 
quent voisine de celle du noeud (i8*,6), et une inegalite concomitante, a courte 
periode, dont le coefficient atteint o",^, comme Ta trouve M. Hill. 

M. Neison avail cru que les deux coefficients devaient etre respectivement de 
2",2oetde i", 16, etil avaitpense que I'inegalite a courte periode pouvait expli- 
quer rinegalite empirique de r, >, decouverte par M. Ncwcomb, en 1876 [voir 
Nevill, The Jonan evection (^Monthly NoUceSy mai 1890)]. 

Dans le but d'utiliser les observations d'occultations d'etoiles par la Lune, 
faites a Toccasion du passage de Venus de 1874* M- Newcomb {Investigation of 
Corrections to Hansen s Tables of the Moon, Wasbington, 1 876) entreprit une com- 
paraison methodique des Tables de Hansen avec les observations de la Lune 
faites a Greenwicb et a Washington, de 1862 a 1874. En attribuant une partie 
des erreurs a Tinfluence de corrections variables de Texcentricite et du perigee, 
il a pu determiner treize valeurs de ces corrections. Leur marcbe tres nette 
indiquait une periode de quinze a vingt ans dans e et rui, ce qui fut confirme 
dans la discussion d'observations anterieures a 18G2. M. Newcomb a (rouve 
pour rinegalite correspondantede la longitude 

oV - i",5sin[/-i-2i",r)(/ 1805,1)]. 

M. Neison eut Theureuse idee d'attribuer Tinegalite a Paction de Jupiter; mais 
ses calculsetaient inexacts, comme on Ta vu plus baut. 

174. Delaunav, dans ses deux Memoires sur les deux inea:alites de Hansen 
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considerees plus haul, a eu egarJ aux perturbations solaires ties elements de la 
Lune. Si Ton ne considere, dans la formule (9), que les termes de la premiere 
ligne, on voit qu'il faut obtenir les expressions troublees des quantites 

/•-— 3cS ^'—y\ xr, ^•-, yzy 

ce qui se fera en partant des expressions elliptiques des memes quantites, et y 
introduisant les modifications obtenues par chacune des operations de Delau- 
nay. On n'a, dans chaque eas, a considerer qu'un certain nombre de ces opera- 
tions, et Ton voit facilement celles qu'il faut retenir, afin d'avoir des termes de 
la forme voulue. II en resulte, neanmoins, une augmentation notable dans la 
longueur du calcul. II est vrai qu'on pourrait iitiliser directement les valeurs 

troublees de - et de V, commc nous I'avons fait plus haut. Les nouveaux termes 

modifient peu les anciens; donnons-en une idee : Delaunay a trouve pour Tune 
des parties de Tinegalite en /-h 16/'— 18/'' 

K(8,7j5 h- 6jOO-/n — ^i),S'i.\m^- - 61 ,733/7**-h 386, 21 /n^) 
X sin(/ 4- iG/'- - iSr-T- i6cj'— iSnj'^-i- 2/1'), 

ce qui, reduit en nombres, donne pour le coefficient du sinus, 

-\- 1 5", 858 H-o'',88-2 — o",5o5 — o",o47 -T-o'',o'i2. 

On voit loutefois que la convergence de la serie en m parait peu satisfaisante; 
on est en droit de se demander ce qui arriverait pour les termes en m*, m", — 

175. II convient de donner quelques details historiques sur le calcul des ine- 
galites a longue periode, dans le mouvement de la Lune. 

Laplace avait remarque (Me'canique celeste, Livre VII) que le moyen mouve- 
ment determine par la comparaison des Tables avec les observations de la Lune 
anterieures a Bradley etait plus grand que celui que Ton obtenail avec les obser- 
vations posterieures a Bradley; le contraire auraitdu avoir lieu si I'acceleration 
seculaire avait ete scule en jeu. Laplace en avait conclu « a I'existence d'une 
ou de plusieurs inegalites a longues periodes que la theorie seule pent faire 
reconnaitre. En Texaminant avec soin, je n'ai remarque, dit-il, aucune inegalite 
sensible dependante de Taction des planetes. » 

Laplace avait bicn trouve des inegalites dependantes de Taction des planetes, 
celles dont les arguments sont V -- T, T — M et T — J; mais leurs periodes 
sont courtes. Convaincu que cette action ne pouvait pas donner naissance a des 
inegalites a longue periode, il avait ete amene a faire un nouvel examen des 
inegalites causees par le Soleil. II avait signale celle qui a pour argument 
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tij -h 2A — 3cj', dont la periode est de 184 ans, ot il Tavait deterrainee empiri- 
quement, 

i5'',39sin(cj -^ih — 3cj') ~. i5",39sin[i73*»26'-+- 1°57',4(^ — 1800)], 

de maniere a representer les valeurs de la longitude aux six epoques 

1691, 1756, 1766, 1779, 1789 et 1801; 

la representation elait tres satisfaisante. 

Nous avons vu (p. 160 de ce Volume) que le coefficient de cette inegalite 
est nul, au moins dans la premiere approximation. Delaunay (Comptes rendiis, 
t. XLVII, p. 8i3; i858) a fait remarquer que, dans la seconde approximation^ 
on peut oblenir Targumcnt tss — ih — 3gj', en combinant deux a deux les argu- 
ments consideres dans la premiere approximation. II a fait le calcul en tenant 
compte du carre et meme du cube de la force perturbalrice, et, dans sa tres 
courte Note, il dit qu'il a trouve le coefficient de Tinegalite en question infe- 
rieur a o",ooi , par suite absolument insensible. 

Hansen enonce la meme conclusion, mais il n'a pas public ses calculs. 

Quand, en i8ii, Burckhardt construisit ses Tables de la Lune, il reduisit 
I'argument a gj -f- 2A, omettant 3gj' sur I'avis de Laplace, qui avait sans doute 
modifie ses idees et attribuait maintenant Tinegalite a la difference d'aplatisse- 
ment des deux hemispheres terrestres. Burckhardt modifia en outre le coefficient 
et la partie constante de I'argument; il adopta 

i2'',5co&[i ii°57'-t- 'i"o'45(/ — 1800)]. 

Nous avons vu (p. i58 de ce Volume) que Tinegalite ayant pour argument 
cr -4- 2A doit etre insensible, en tant qu'elle provient de la figure de la Terre. 

176. A propos de la decouverte, faite par Airy, d'une inegalite a longue 
periode dans les mouvements de Venus et de la Terre, ayant pour argument 
8T — i3V, et pour periode il^o ans, Poisson remarqua qu'il en devait resulter 

dans Texcentricite de Torbite terrestre, et, par suite, dans £ ( ^ conlenant I'in- 

tegrale j e'^dn un terme a longue periode qui serait I'inegalite de la longitude; 

mais il trouva que le coefficient de cette inegalite devait etre au-dessous 

de 7-- 
4o 

Peut-etre convient-il de rappeler, au point de vue de Thistoire de la Science, 

que rinegalite a longue periode decouverte par Airy dans les longitudes de la 

Terre et de Venus lui avait ete revelee par une longue suite d'observations du 



INEGALITES PLANETAIRES DL MOUVEMENT DE LA LINE. 4^5 

Soleil, comparaison faite dans le Memoire On the corrections of the elements of 
Delambre's Solar Tables, publie dans Ics Philosophical Transactions pour 1828, 
et qui nietlait bien en evidence une inegalite de cette nature. Airy avait ete 
ainsi conduit a rechercber par la tbeorie cette inegalite, qui est du cinquieme 
ordre et assez difficile a calculer. 

C'est une belle decouverte d'Airy qui a mis d'abord Tinegalite en evidence 
par les observations et en a fait connaitre ensuite la cause tbeorique. 

Un autre Memoire d'Airy a provoque la decouverte d'une inegalite lunaire a 
longue periode, tres importante [Corrections of the Elements of the Moons Orbits 
deduced from the Lunar observations made at the Royal Observatory of Greenwich^ 
from 1730 to i83o (^Memoirs of the Royal astronomical Society, t. XVII)]. Voici 
les corrections trouvees par Airy pour les longitudes de la Lune, obtenues en 
combinant les theories de Damoiseau et de Plana : 



De 17'jo a \'b\) —^,'9 

17 3 3 » i7r)4 — 1 ,3H 



(«) 



1760 » I7()8. 

1765 » 1773 

17G9 » 1778 

1774 1789.. 

>771) » »787- 

1783 » 1791 



- , 3 1 

-',43 

-3,oi 

3, jo 

3,o3 

h3,7r> 



De 1788 a i79r>. 

I79>. M 1801. 

1797 ») i8()5. 

i8o>i » 1810. 

180G u 1 81 5. 

181 1 »> 1 8 19. 

181G .) i8>.i. 

i8>.o » i83o. 



i,4« 
-+-•>., 76 
-T-0,87 
-hi ,i3 
-4-0,93 
— c) , 6 1 
— 1,38 
—0,78 



Ces corrections venaient confirmer la conclusion de Laplace, relativement a 
Fexistence d'une ou plusieurs inegalites lunairesa longuesperiodes. Hansen (*), 
auquel Airy les avait communiquees, se mit a etudier de plus pres Taction des 
planetes sur la Lune. II trouva un grand nombre d'arguments qui conduisaient 
a des inegalites a longues periodes, et parmi eux un seul donnant lieu a un 
coefTficient sensible. L'inegalite dont il s'agit, et dont nous avons deja parle, a 
ete trouvee par Hansen egale a 



W 



-h 16", 01 sin(— /— I G/' 4-18/" -f- 35*^20', 27). 



Mais il arriva qu'en appliquant aux longitudes labulaires les corrections (a), 
on ne faisait pas disparaitre les residus {a) calcules par Airy. Hansen reprit 
ses calculs, il tint compte des quantites du second et du troisieme ordre par 
rapport a la force perturbatrice du Solcil, et il fut conduit ainsi a modifier 
beaucoup le coefficient qu'il avait obtenu dans une premiere approximation. II 
trouva, en effet. 



(«') 



-f-27'\4sin(— / -16/' :- l8/"-r-35"20',2), 



(*) yoir les Comptes rendus de I'^caddmic des Sciences, I. XXIV, 1847, el les Astronomvsche 
JSachric/uen, n° 597. 
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11 signala en outre Tautre iiiegalite, que nous avons deja consideree, et qui 
correspondait a Tinegalite d'Airy; la voici, telle que Hansen Ta donnee dans 
Ics Comptes rendus de 18^7 : 

(P) 4- 23%2 sin(8r- i3r-T- 3i5".2o'). 

Hansen appliqua aux longitudes tabulaires les corrections (%') et (p); il in- 
troduisit en merne temps deux inconnues, les corrections de la longitude dc 
Tepoque et du moyen mouvement, et il trouva que les residus (a) disparais- 
saient presque completement, ou du moins qu*aucun d*eux ne depassait i'\2 
en valeur absolue. 

Les residus donnes par Laplace, pour les epoques 1691, 1756, 1764, 1779* 
1789 et 1801, etaient aussi bien diminues; car, a part un seul de 2",9, les 
cinq autres devenaient inferieurs a i",8. 

Toutefois, Hansen n'avait rien publie de ses calculs; il s'en montrait medio- 
crement satisfait, etse proposait de les reprendre en employant partout deux 
decimales de plus, il revient sur ce sujet, sept ans apres, dans une lettre adres- 
see a Airy (Monthly Notices 0/ the Royal astronomical Society, t. XV, i854); il 
dit dans cette lettre : « La determination precise de ces deux inegalites, par la 
theorie, est la chose la plus difficile que Ton rencontre dans la theoriedu mou- 
vement de la Lune. J'ai cherche a deux reprises a determiner leurs valeurs, 
par des methodes difTerentes, mais j*ai obtenu des resultats essentiellement 
differents Tun de Tautre. Je suis occupe actuellement a leur determination 
theorique par une methode que j'ai simplifiee, et j'espere arriver bientot a une 
conclusion definitive. » 

Dans ses Tables de la Lune, publiees en 1857, Hansen adopte 

(a") 4-ir/,3/|sin(--/— i6/'-Hi8rH-33°36'), 

((3') ~^'M%47sin(8r--i3/'-h4**4V). 

Le premier terme semble done avoir etc rainene a sa valeur primitive, obte- 
nue en tenant comptcseulement de la premiere puissance de la force perturba- 
trice; quant au coefficient du second terme, il est en tout ou en partie empi- 
rique; il a etereconnu necessaire d'alterersa valeur theorique, pour representer 
les observations de la Lune entre 17^0 et i85o. 

La derniere explication de Hansen sur ce point est donnee en 1861, dans une 
lettre adressee a TAstronome royal (Monthly Notices, t. XXXI) : «... Par ma 
derniere determination theorique, jo n'ai pas trouve du tout insensible le coef- 
ficient du terme en 8/"— i3/', comme Delaunay; sans Tintroduction de ce 
terme, les observations montrent a diverses epoques des deviations notables qui 
disparaissent jusqu'a la derniere trace quand on Tintroduit. Je considere done 
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que son introduction est etablie, et je me propose de proceder a une nouvelle 
determination theorique de son coefficient; mais je ne peux pas le faire encore, 
avant d'avoir determine les coefficients restants. » 

Enfin, dans sa Darlegungy publiee en i865-i866, Hansen ne fait aucune 
allusion aux deux inegalites en question. 

Nous avons vu que Delaunay a retrouve a peu pres la premiere inegalite de 
Hansen, mais qu'il a trouve la scconde egale seulement a o",27. Ce resultat a 
6te confirm^ par les calculs de M. Newcomb et de M. Radau. 
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SUR LETAT ACTUEL DE LA THEORIE DE LA LUNE. 



177. La publication des Tables de la Lune de Hansen, en 1857, faite aux frais 
du gouvernement anglais, a ete un grand evenement scientifique; on a cru pos- 
seder enfin la solution definitive d'un probleme si longtemps debattu. Hansen 
annoncait, en effet, que sa theorie representait presquc exactement les obser- 
vations les plus precises, c'est-a-dire les observations meridiennes faites depuis 
Tepoque de Bradley, embrassant un siecle entier, de 1760 a i85o. 

II ne semble pas que Tauteur dcs nouvelles Tables ait compare systematique- 
ment a sa theorie toutes les observations faites pendant ces cent annees, ou du 
moins il n'a pas public la comparaison detaillee. II donne {Monthly Notices^ 
t. XV, p. I ; 1 854) Ic resultat de la comparaison pour les observations faites par 
Bradley en 175 1-52-53, resultat aussi satisfaisant que permettait de I'esperer la 
precision des observations de Bradley; les ecarls sont, en effet, de I'ordre des 
erreurs d'observation. Hansen a fait ensuite le meme travail pour les observa- 
tions meridiennes faites dans les annees 1824, 1882, i838, i843, 1844 et i85o; 
I'erreur moyenne d'une comparaison isolee a ete trouvee de 2", 44» depassant a 
peine celle qui correspondrait a Tobservation d'une etoilc. Eufin Hansen dit 
(foe. cit.) qu'il a compare aussi a ses Tables une serie d'observations meri- 
diennes faites a Dorpat, que les resultats etaient d'une precision admirable, 
mais qu'il en differe la publication a la demande de W. Struve. Cest ainsi que 
s'est accreditee Topinion que les Tables de Hansen representent exactement les 
observations faites de 1750 a i85o: en fait, on pent admettre que, dans cet in- 
tervalle, les erreurs des Tables sont minimes et ne depassent pas i" ou 2" au 
plus. Apartirde i85o, les erreurs des Tables de Hansen ont cesse de rester 
aussi petites; de i85oa i860, elles demeurent encore comprises entre i" et 2", 
mais elles atteignent 5" en 1870, 10" en 1880, et 18" en 1889. Les Tables ne 
representent done pas, avec I'exactitude voulue, le mouvement de la Lune apres 
i85o; que donnent-elles avant 1750? 
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178. La question etait interessante; elle a ete nettement resolue par 
M. Newcomb, qui a commence par mettre en ordre tous les documents utili- 
sables; voici les principales sources auxquelles on pent remonter : 

I. Les recits plus ou moins vagues des anciens historiens conduisent a 
penserque, durant certaines eclipses totales de Soleil, I'ombre de la Lune a 
passe sur certaines regions de la Terre; ces regions ne sont pas toujours net- 
tement indiquees, et la date du phenomene est souvent indecise, quelquefoisde 
5o ans. 

n. Sirie des eclipses de Lune rapportees par Ptolemee dans son Almageste, el 
employees par lui pour sen^ir de base a sa theorie de la Lune. — Ces eclipses, au 
nombre de 19, ont ete observees a Babylone, Rhodes et Alexandrie ; elles vonl 
de Tannee — 720 a -f- i3G, embrassant ainsi un intervalle de plus de 800 ans. 
Chaque phase observee pent etre en erreur de i5'" ou 20'°. M. Newcomb a con- 
clu de leur discussion les corrections suivantes des Tables de Hansen : 

C = Ohs. -- Calc. 
K|)U(iiu». ^ — -^ — ^ — 

— 087 - 11' IT 4 

— 381 - 'jy zzj 

— 189 — 20 r: 3 

— 13i - i() ~z \ 

On voit que Ton pent admettre avec assez de vraisemblance que, durant les 
huit siecles qui ont precede Tere chretienne, les Tables de Hansen reclament 
une correction d'environ — 18'. 

HI. Eclipses obseri^ees par les Arabes. — Ces observations sont contenues dans 
un manuscrit arabe dont quelqucs exlraits seulement avaient ete fails pour les 
Prolegomenes de Tycho Brahe. II appartenait a la bibliolheque de rUniversite de 
Leyde, futprete vers la tin du siecle dernier au gouvernement francais et tra- 
duit, en i8o4, par Caussin, professeur d'arabc au College de France, avec ie 
titre suivant : Le Livre de la grande Table Hakemite,.. ; la plus grande parlie des 
eclipses avaient ete publiees un pen auparavant dans les Alemoires de I* Inslilul^ 
t. n, an VII. II s'agit d'eclipses de Soleil et de Lune, au nombre de 28, obser- 
vees a Bagdad et au Caire entre les annees 829 et 1004. Ce qui leur donne une 
importance assez grande, dans le cas des eclipses de Soleil, c'est qu'aux mo- 
ments du premier et du dernier contact, on a determine aussi par Tobservation 
les hauteurs du Soleil, ou cellcs de belles etoiles, au degre on au demi-degre 
pres, il est vrai ; on a done, pour la determination de Theure, des donnees beau- 
coup plus precises que dans le cas des eclipses de Ptolemee, et, bien que les 
eclipses des Arabes soient deux fois moins eloignees de nous que celles de 
T. -- III. 
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Ptolemee, elles peuvent finalement avoir une precision presque equivaieple.On 
ne (lit pas toujours comment se faisait I'observation; cependant on voit que, 
pour quelques-unes, on regardait le Soleil par reflexion dans Teau. M. New- 
comb a deduit de ia discussion des observations les resuUats suivants : 



'* Nombre 



Kpo«|ue. 1^ > ^ de phases. 

830 - 3,8 : 2,4 3 

1)27 i,G : : 1,7 7 

986 — 4,3 it 1,3 -20 

IV. Observations faites en Europe avant l*invenUon des lunettes. — • II y a un 
premier groupe d'observations faites parllegiomontanus et Walther, un second 
par Tycho Brahe; il s'agit toujours d'eclipscs. Le temps est determine encore 
par des hauteurs d'etoiles, avcc une precision qui ne surpasse pas beaucoup 
cclle des astronomes arabes. L'intervalle qui les separe de nous etant moins 
grand, on ne pent pas en attend re do resultats meilleurs. M. Newcomb les 
laisse de cote; il s'etonne en passant qu'un observateur aussi infatigable que 
Tycbo Brahe n'ait observe aucune occultation d'une belle etoile, telle qu'Alde- 
baran. 

V. Observations faites avec les lunettes, mais sans chronometre; Bouillaud et 
Gassendi. — L'application des lunettes a I'observation des eclipses et des occui- 
tations pent etre consideree comme commengant avec ces observateurs; mais 
ils n'avaient pas de montre. Au moment meme de Tobservation, un signal etait 
donne a un aide qui determinait avec un quart de cercle la hauteur d'une belle 
etoile. Les observations utilisables s'etendent de 1621 a i652, et sont au 
nombre de 20 environ. Si chacune donne la longitude de la Lune avec une 
erreur probable de i5", Terreur probable de la moyenne sera de 5"ou 6", et cor- 
respondra a une epoque voisine de iG4o. 

VI. Observations d'llevelius. - Ces observations vont de iCSg a iG83; avec 
elles commence Temploi de la pendule dans les observations d'eclipses et d'occul- 
tations; on la regie au moyen dc hauteurs du Soleil ou d'etoiles. L'erreur pro- 
bable de chaque determination du temps parait etre de 24% et par suite celle de 
la longitude de la Lune \i" environ. Le materiel d'observations equivaut a 
40 occultations environ; on peut done penser que Terreur probable de la 
moyenne sera inferieure a 3"; I'epoque moyenne est 1675. 

VII. Observations des astronomes de Paris, — La fondalion de TObservatoire de 
Paris avait amene, dans la determination du temps, un progres tres grand, a tel 
point que les occultations observees entre 1680 et 1720 sont souvent compa- 
rables pour Texactitude ti celles d'aujourd'hui. L'erreur probable du temps ne 
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depassait pas 2*, correspondant a i" d'erreur sur la longitude de la Lune. Cela 
n'excede pas Terreur provenant des irregulariles du limbe, laquelle parait etre 
d'envipon i". On pent done admettre i",4 comme erreur probable d'une longi- 
tude de la Lune. L'erreur provenant dc la position de Tetoile occultee est plus 
grande et aussi celle des perturbations tabulaires; ces deux dernieres peuvent 
s*elever a 3". On pent compter que, de 1680 a 1720, on a Fequivalent de 
60 bonnes occultations observees a TObservatoire de Paris : cela donne pour la 
moyenne, vers 1700, la longitude de la Lune a o",6 pres. De 1720 a 1753, on a 
encore les observations de Paris et celle de Delislca Saint-Pelersbourg; on pent 
compter sur une bonne occultation chaque annee, a Paris et a Sainl-Petersbourg, 
de sorte que la longitude de la Lune est determinee dans cet inlervalle a moins 
de 2" pres. La plupart des observations dont on vient de parler ont ete exlraites 
des manuscrits de TObservatoire de Paris, que Delaunay avaitmisobligeamment 
a la disposition de M. Newcomb. 

M. Newcomb a done pu, a la suite d'un travail immense et magistral, obtenir 
les corrections c des Tables de Hansen, pour les epoques comprises entre 1620 
et 1750. Afin d'attenuer Tinfluence des erreurs, il a pris des moyennes de 25 en 
25 ans, et c'est ainsi qu'il a forme le Tableau suivant : 



i*. 



1623 
1650 
167-> 
1700 

1723 
1750 



-I- )0 

-r-37. 
21 

7 
o 



ez i3 

) 
I 
I 



-f- 



177-) 
1800 
182:i 
1850 
1873 



c. 




— ^^^^^ >^ ,^ 


— ^ 





dz I 





-+- 1 





- 1 





it I 


S 


-u 1 



On voit done que les Tables de Hansen ne representent pas bien le mouve- 
ment de la Lune avant 1750; elles ne le representent pas non plus apres i85o. H 
serait interessant d'avoir les comparaisons cxaetcs entre 1700 et i85o, pour les 
observations meridiennes et les occuhations. M. Newcomb dit que Terreur des 
Tables pour 1875,0 a etc trouvec de — 9".7 par les observations meridiennes 
de Greenwich et de Washington; les occultations ont donne environ 2" de moins. 
de sorte que Ton a admis — 8'. 

179. Pour chercher la cause des erreurs inadmissibles, avant 1 750 et apres 1 750, 
il convient d'examiner les trois points suivants : le calcul des perturbations 
solaires; le calcul des inegalites alongues periodes; la determination numerique 
des constantes. 

Les coefficients des inegalites solaires ont ete calcules par Delaunay et Hansen 
par deux methodes entierement differentes, et leurs resultats ont ete compares 
par M. Newcomb (voir le n® 156). Malgre le peu de convergence des series et 
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I'introduction mediocrement satisfaisante des complements probables de Delau- 
nay, raccord est grand. Les travaux deMM.Hill et Adams ontremedie en grande 
partie a la lenteur de la convepgence des series q,ui representent les moyens 
mouvements du perigee et du noeud. Aussi est-on presque en droit de dire que 
le calcul des perturbations solaires de la Lune est pratiquement resolu. 

II convient cependant de mentionner un travail important de M. Andoyer 
(Anna/es de la Faculte des Sciences de Toulouse^ t. VI), Sur quelques inegaliles de 
la longitude de la Lune, dans lequel Tauteur a verifie par deux methodes entie- 
rement differentes quelques-uns des calculs de Delaunay. 11 leur a apporte de 
legeres corrections; il a Irouve, par exemple, que les termes en m* et m*, dans 
le mouvement moyen du perigee, doivent etre remplaces par 



66702631253 g 29726828924189 , 



On ne doit pas s'attendre neanmoins a voir disparaitre les erreurs des Tables 
en prenant les perturbations solaires de Delaunay a la place de celles de 
Hansen. 

Relativement au second point, nous rappellerons que, des deux inegalites de 

Hansen 

V,- - i5%34sin(-/- i6/'-4-i8r-i-33°36'), 

V,- r 2i%47sin(8r- i3/'-{-4"44'), 

la premiere a ete confirmee par Delaunay, et la seconde reduite a o", 27. On doit 
desormais retranchcr Vo des Tables de Hansen, c'est-a-dire ajouter Vj a la cor- 
rection tabulaire 

»!' iz= nbservation — calcul; 

mais alors Taccord cessera d'exister entrc 1730 et i85o. 

Passonsau troisieme point. Hansen a adopte desvaleurs determinees pour les 
constantes elliptiqucs et pour Tacceleration seculaire; il a pris s = 12", 17. Nous 
avons dit que ce nombre n'a plus de base theorique, Adams et Delaunay ayant 
trouve par un calcul correct 5 = 6", 18. On verra d'ailleurs plus loin que ces 
deux valeurs de ^permettent de representer presque aussi bien Tune que I'autre, 
grace a Tintroduction d'une inegalite empirique, les observations faites de 
1625 a 1875. 

Quand on ajoute V2 aux erreurs tabulaires <i:, elles prennent les valeurs c' 
indiquees dans le Tableau suivant : 

\,. c . 

\G£l —17", I -+^33 

HmO —21,4 -^18 
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V,. C. 

1675 -i6',8 -i5' 

1700 5,2 i6 

1723 - 8,6 i6 

1750 i8,9 ^-19 

1775 -21,2 4 21 

1800 i4,7 - i5 

1825 - 2,1 - 9. 

1830 . -11,4 -II 

1875 -2o,i —28 

180. La presence du terme Y^ ^ foiirni a Hansen une valeur du moyen mou- 
vement seculaire n (pour 1 700,0) qui est sensihiement erronee ; il y a done lieu 
de faire varier n de S/i ; il convient aussi d'attribuer a I'acceleration seculaire s et 
a la longitude moyenne do I'epoque £ les variations os et oe. Mais il suffit d'un 
coup d'oeil jele sur le Tableau precedent pour voir qu'il n'existe pas de systeme 
de valeurs de S/2, 8s et Se susceptible d'annuler pratiquement les quantites c\ 
La conclusion est done que la iheorie actuelle est impuissante a representer 
avec precision Tensemble des observations, de 1G25 a 1873. 

Tout ce que Ton pent faire, c'est d'introduire dans la longitude de la Lune 
une inegalite empirique 

II - A sin a/ ^ B cos a/, 

et de cbercber a determiner les quantites 0//, (?.v, os. A, B et a, de maniere a 
annuler les erreurs ,::'; c'est ce qu'a fait M. Newconib, et il a donne a a une va- 
leur telle que la periodeT= — ^ de R soit egale a 273 ans, la periode meme 
de V,. On aura, pour atteindre ce but, onze equations d(^ la forme 

Oz--r-on - OS \>ii\y.: B cosa/ - L,, - I-. -■ *- • 

on OS 

II nous sera commode de supposer dans R le temps compte en annees a partir 
de 1750; / devra done recevoir les valeurs 

— 19.5, — 100, ..., O, ;- 2.0, ..., 125. 

Nous ferons 

de sorte que a/ prendra les valeurs 

— 5 w, - - 4 '/, . . . , o, -^ //, . • , -t- 5 //. 
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Avec la valeup de T adoptee par M. Newcomb, on a 
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J*ai pense qu'il serait interessant de faire quatre calculs paralleles en prenant 
successivement pour u les valeurs 23^, 33°, 43° et 53°, auxquels correspondent 
ces valeurs de T : 391*"% 273*"*, 209*"* et 170**". On verra mieux ainsi entre 
quelles limites on pent faire varier T sans cesser de bien representer les obser- 
vations. 

J'ai obtenu les quatre systenies suivants, dont le second est celui de M. New- 
comb : 
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Dans les trois derniers groupes, je n*ai pas reproduit les termes qui sont les 
memes que dans le premier, afin d'abreger Tecriture. 

J'ai applique a ces equations la methode des moindres carres pour determiner 
les inconnucs Se, S/i, A et B; j'ai cru toutefois avoir le droit de simplifier les 
calculs en prenant comme multiplicatcurs, pour chaque inconnue, des nombres 
exacts d'unites ou de dixiemes, depuis i jusqu'a 10 {voir dans le t. VIII du Bul- 
letin astronomique le travail de M. Radau sur Y Interpolation) \ je pense qu'on 
pent souvent operer ainsi, parce que la determination des poids a attribuer aux 
diverses equations comporte presque toujours un peu d'arbitraire. J'ai obtenu 
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ainsi les valeurs suivantes des inconnues, en regard desquelles je place ies resi- 
dus Jl qui subsistent dans les premiers membres des onze equations de chaque 
groupe : 



A. 



u = 

OS "- 

on — 
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B 



23", T= 3yi ans... 
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La (lerniere colonne contient les valeurs A' des residus, quand on fail 
8s — —^ (>",o, ce qui ramene Tacceleration seculaire a sa valeur theorique. 

On voit immediatement que Ic quatrieme sysleme (T = 1 70 ans) laisse peser 
SUP les observations rccentes des erreurs trop fortes pour qu'on puisse Tad- 
mettre. 

Nous allons calculcr maintenant, d'apres nos trois premiers systemes, la cor- 
rection des Tables de Hansen, en 1889,0; cette correction aura pour expression 



de 



1,89^/* -h 3,07 85 H- A sin ( 5, 56 w) r- B cos (5, 56 a) — V,, 



V2 etant d'ailleurs egal a — 2i",4- On trouve ainsi les corrections C suivantes, 
avec les residus ^ = C h- 17", 4> 1» correction moyenne observee etant — 17", 4* 
d'apres M. Stone. 



T. 



u. 



C. 



C 



A. 



A'. 



an« 



391 


9.3 


> 
— *>.<», I -T- 0, 17 o.v 


— <i ,1 


7. , 7 -h , I 7 OJT 


- 3,7 


U73 


33 


— I J , I -+- , 38 


-•7,4 


'2,3h-o,38 


0,0 


U09 


43 


— 7,^^-",<>9 


»M> 


-T- 9,6 -+-0,69 


-h 5,5 


170 


63 


-T- 0,4 -4-0,87 


4,9 


-+-17,8-4-0,87 


-f-12,5 



On voit que, si Ton suppose 8s = o, pour reproduire la correction observee, 
il faudrait attribucr a u une valeur un peu plus petite que 33**, ct par suite a T 
une valeur un peu plus grande que 278 ans. Avec Tacceleration theorique, 
8s = — 6'\ les residus deviennent — 3", 7, o",o, -*-5",5 et -hi 2", 5; le second 
systeme represente done exactement la correction observee en 1889; nous avons 
dit que ce second systeme est a peu pres celui de M. Newcomb. 

Nous allons donner un Tableau d'ensemble pour montrer comment les obser- 
vations sont representees : de 1620 a i85o, nous cmpruntons de 10 en 10 ans 
les corrections des Tables de la Lune de Hansen, affectees du terme empi- 
rique Vj, a M. Neison (Memoires de la Sociele Royale aslronomique de LondreSy 
t. XLVIII, p. 369; 1884), qui les a lui-meme interpolees d'apres les resultats 
de M. Newcomb. Pour les annees i85o-i888, nous avons tire ces corrections, de 
2 en 2 ans, des donnees publiees chaque annee par M. Stone, en groupant 
chaque correction avec la precedente et la suivante pour attenuer les erreurs. 
Les nombres C et C dcsignent les corrections calculees par la formule 

— Vj -f- o£ 4- (^ — 1700) (5/^ 4- (/ - - 1700)' OS 

-\- A sin[i", 82(^ — 1750)] -r- B cos[i",32(/ — 1700)], 

oil 0£, 8/2, A et B ont les valeurs qui correspondent a w = 33*" (p. 4*5), et oil 
Ton donne a 8s les valeurs extremes o et - 6",o; on a ecrit i°,32 au lieu de ^-• 

25 

designe la correction observee; enfin, on a forme les differences — C et 
— C, qui donnent une idee de la representation. 
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La representation est satisfaisante en general; toutefois, il subsiste des 
indices d'une autre inegalite, a periode moindre et ayant un coefficient de 2," 
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181. On voit que, jusqu'ici, on a eu recours seulemcnt aux observations 
modernes pour determiner les inconnues Se, S/i, A et B au moyen de 8s et des 
quantites connues. Pour trouver 8s, il faut s'adresser aux deux groupes d'obser- 
vations anciennes. Ces deux groupes ont fourni a M. Newcomb (loc. cit., p. 264) 
les equations suivantes : 

Eclipses de Ptolemee. 

Dates. 6e. 5/i. 6^. Poids. 



— 687 0,017 — 0,40 -♦"OiSS = — II 3 

—381 0,017 - 0,35 -+-7,28 =—27 2 

—189 0,017 — o,3i -+-5,95 =—20 4 

-f-134 0,017 — 0,26 -h4,ii =— 16 3 

Eclipses des Arabes, 

Dcitcs. 8e. 8/i. 6x. Poids. 

-4-850 0,017 0,14 -+-1,20 =::— 4,4 8 

-h927 0,017 — o,i3 -»-o,99 =— 1,1 16 

-1-986 0,017 —0,12 -+-0,84 =—4,8 3o 

On a neglige les termes Asina/ et Bcosa/, comme on pouvait le faire; les 
seconds membres exprimaient d'abord des minutes d'arc : on les a ramen6s a 
exprimer des secondes, en divisant les deux membres de chaque equation 
par 60. II faut maintenant substituer 

3/1=— 26^87 — 1, 18 55, 
ce qui donne, pour les deux groupes, 

Ptol^mde. Arabes. 

10,02^5 = — 22, 1,37 §5 = — 8,6, 

7>^^^— -37, 1,14*5 = — 5,0, 

(l) { 

6,32*5= — 29, 0,98*5 = — 8,4. 

4,42*5 = — 23, 

Chacune des sept equations donne une valeur negative de 8s; le coefficient 
50 = 12", 1 7 de Hansen est done certainement trop fort. En ayant egard aux 
poids, les eclipses de Ptolemee donnent, a elles seules, 

a5 = — 3^87; 5 = 5o-f-*5=8%3. 

Les eclipses des Arabes donnent de leur cote 

*5 = -6%84; 5 = 5%3. 
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On tire de Tensemble 

35 = — 5", I ; s = f, I . 

M. Newcomb a trouve pour rensemble s = 8'', 8; nous arrivons a 7^1, valeur 
tres voisine du chiffre theorique; la difference tient au mode de calcul employe. 
M. Newcomb a determine 8s, 8n et Se par toutes les observations anciennes et 
modernes, en negligcant A et B; il n'a retenu que la valeur de 8s, et a calcule 
ensuite les valeurs de Ss, S/i, A et B qui satisfont le mieux a Tensemble des ob- 
servations modernes. 

La valeur 8s = — S",!, etant substitute dans les equations (i), laisse dans les 
premiers membres les residus suivants : 



3i', 


+ i',6. 


2', 


-o'.8, 


3', 


+ 3'. 4. 


0. 





II y a done un residu tres fort et tout a fait anormal. M . Neison a expliqu^ 
{Monthly Notices, t. XXXIX, 1878, p. 78) que cela tient a ce qu'un poids trop 
grand a ete assigne a Tune des trois eclipses qui ont servi a obtenir Terreur 
des Tables pour — 687, et que cette eclipse est discordante. Si Ton supprimait 
la premiere des equations (i), on trouverait 5^ = — 5", 87, 5 = 6% 3, c'est- 
a-dire Tacceleration theorique. 

On voit ainsi qu'il est possible de representer les eclipses de Ptolemee et 
celles des Arabes par Tacceleration theorique; on n'aurait done pas besoin 
d'invoquer Tinfluence du frottement des marees pour produire un ralentisse- 
ment progressif dans la rotation de la Terre, ayant pour effet une acceleration 
apparcnte du mouvement de la Lune. On eviterait de la sorte le double inconve- 
nient de toucher a la base fondamentale de la raesure du temps, et d'introduire 
dans la thcoricde la Lune un nombrc empirique qui, ne pouvanl etre determine 
par le calcul, empecherait d'arriver a des resultats definitifs, alors meme que 
toutes les autres difficultes auraient ete surmontees. 

182. Cependant il subsiste une grave objection contre cette maniere de voir : 
les eclipses chronologiques, qui sont bien representees par Tacceleration 
de 12", le sont beaucoup plus mal par Tacceleration theorique de 6*'. Les prin- 
cipales de ces eclipses sont celles de Thales, de Larissa, d'Agathocle et de 
Stiklastad. 

Eclipse de Stiklastad. — Elle se produisit pendant un combat que les guer- 
riers Chretiens, sous la conduite du roi de Norvege, Olaf le Saint, livraient a 
une armee de paysans paiens revoltes. Voici ce qu'en rapporte Snorre Sturlason : 
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« Le temps etait beau et le Soleil brillait; mais, quand la bataiHe eut com- 
mence, une teinte rougeatre se repandit sur le ciel et sur le Soleil, et, avant 
que le combat fut termine, Tobscurite devint aussi grande que pendant la nuit. » 
Hansteen, qui a public un Memoire sur cette eclipse (Astron. Nachr. de 1849), 
a determine avec certitude la position du champ de bataille oil elle a ete vue, et 
il a fixe la date de Teclipse au 3i aout io3o. Or, dans une Noterecente(i45/ro/i. 
Nachr., nov. 1888), M. Hjort dit que les sources historiques, laissees de cote 
par Hansteen, permettentd'etablir que la bataille a eu lieu le 29 juillet; c'est ce 
qui resulte de TOuvrage de M. Maurer (fle^ Bekehrung des norwegischen Stammes 
zum Christenthume, t. II, p. 53i-54o). S'il en est reellement ainsi, Teclipse 
aura eu lieu plus d'un mois apres la bataille; on ne sait plus rien sur le lieu de 
Tobservation, et Teclipse doit etre rayee de la liste des eclipses historiques. 

iclipse de Larissa. — On lit dans Xenophon : « Lorsque les Perses succede- 
rent aux Medes dans Tempire, le roi des Perses assiegeant cette ville (Larissa) 
ne pouvait la prendre par aucun moyen; mais un nuage en couvrant le Soleil 
produisit une telle obscurite que les hommes sortirent de la ville, et c'est ainsi 
qu'elle fut prise. » D'apres les details que donne Xenophon, il parait certain 
que Larissa n'est autre que la moderne Nimrod. Mais le phenomene dont il 
s'agit est-il bien une eclipse totale de Soleil? Le texte dit que c'est un nuage 
(vE^psXy]) qui couvrit le Soleil. Airy n'hesite pas en favour de Teclipse totale, 
et, en cherchant tons les phenomenes de ce genre qui ont eu lieu dans un in- 
tervalle de 4o ans comprenant la date probable de la prise de Larissa, il trouve 
qu'ilyeut, a Nimrod meme,une eclipse totale de Soleil le 19 mai de I'annee 547 
avant Jesus-Christ. M. Newcomb se laisse convaincre moins facilement et il fait 
remarquer judicicusement que, parce que Ton a trouve dans un intervalle de 
4o annees une eclipse totale observable a Larissa, il n'en resulte pas necessai- 
rement I'identite de ce phenomene avec celui qui a fait evacuer la ville. 

Eclipse d' Agathocle. — Agathocle, etant bloque par les Carthaginois dans le 
port de Syracuse, profita d'un relachement momentane dans le blocus pour 
s'echapper du port et se diriger vers la cote d'Afrique, oil il parvint au bout de 
six jours. Pendant qu'il naviguait ainsi, le second jour, il fut temoin d'une 
eclipse totale de Soleil. Voici comment Diodore de Sicile rapporte le fait : 
« Comme Agathocle etait deja enveloppe par Tennemi, la nuit etant survenue, 
il s'echappa contre toute esperance. Le jour suivant, il se produisit une telle 
eclipse de Soleil que Ton pouvait croire qu'il etait tout a fait nuit, car les 
etoiles apparaissaient de toutes parts. De sorte que les soldats d'Agathocle, 
persuades que les Dieux leur presageaient quelque malheur, etaient dans la 
plus vive inquietude sur Tavenir. » 

Ici, pas de doute possible; avec Tapparition des etoiles, c'est bien une eclipse 
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lotale de Soleil. Mallieureusement, c'est la position du lieu d 'observation qui 
n'est pas exactement connue, car on ne sait pas si Agathocle est alle directe- 
raent vers I'Afrique ou s'il a fait le tour dc la Sicilc en prenanl le nord tie cette 
ile. On parait etre d'accord sur la date de I'eclipsc, que i'on fixe au i5 aofit de 
I'annee 5in avant Jesus-Christ; mais, par une singulifere fatalite, les Hniites 
admissibles dans la position d'Agatbocle correspondent presque exactement 
aux limiles entre lesquelles on pent faire varJer I'acceleration seculaire, de 
sorte que cette eclipse si bien decrite ne permet pas d'assigner ii cette accelera- 
tion une valeur definitive. 

Eclipse de Thales. — On lit dans Herodote : « Apres cela, les Lydiens et les 
Mfedos furent en guerre pendant cinq annees consccutives; dans cette guerre, 
souvent ies Modes furent vainqucurs des Lydiens, souvent aussi les Lydiens 
vainquirent les Modes; une fois meme, lis se battirentia ntiit. Or, comme la 
guerre se poursuivait avec des chances egalos des deux cotes, la sixiemc annee, 
un jour que les armecs etaiciit aux prises, il arriva qu'au milieu du combat le 
jour se changea subitement en nuit; Thales de Milet avait predit ce phenomene 
aux loniens, en indiquant precisement cette memo annee oil il eut lieu on effet. 
Les Lydiens et les Medos, voyant que la nuit succodait subitement au jour, 
mirent fin au combat et ne s'occuperent plus que du soin d'elablir la paix entre 
eux. » 

11 parait probable que le piienomene signale par Herodote est une eclipse 
totale de Soleil; mais Ic lieu oil il a ete vu n'est pas indique; on sait sculemcnl 
qu'il doit etre situe en Asie Mineure, ou au moins ires pres de cette contree. 
La date du phenomene n'est pas mieux fixee : Pline la met a la quatrieme annee 
de la ^8^ olympiade, Clement d'Alexandrie vers la So" olympiade. 

Les divers auteurs qui en ont parle font varier la date depuis le i" octobre 583 
jusqu'au 3 fevricr 62G avant J.-C. Pour Daily et Oitmans, elle aurait eu lieu le 
3o septcmbrc de I'an 610; pour Airy, le 28 mai de I'an 585; cette dernifere dale 
est d'accord avec celle de Pline, 

M. Newcomb trouve que trois points sculement sont nettement etablis : 

Qu'unc bataille entre les Lydiens et les Mfedesaete terminee par une obscurite 
subitc; 

Que, le 28 mai de I'an 585, I'ombre de la Lune a passe sur I'Asie Mineure, 
ainsi que cela resulte des calculs fondes sur les Tables; 

Eofin que Thales a predit une eclipse. 

Mais que ces trois phenomenes se rapportent a un seul el meme evenemeni, 
c'est ce que M. Newcomb ne regarde pas comme demontre. 

II semble en somme que les recits des anciens historiens sont Irop vagucs 
pour que Ton puisse s'en servir afin d'eclairer la theorie de la Lune; c'est 
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plutot a la theorie de donner des indications sur les dates des phenombnes ct 
les lieux oil ils ont ete observes. 

Cependant, il faudrait avoir egard aussi a un Memoire important de M. Ginzel, 
Astronomische Untersuchungen uber Finsternisse (Memoires de I'Academie des 
Sciences de Vienne, i883 et 1884). 

M. Ginzel, apres de longues et patientes recherches, a pu reunir des docu- 
ments concernant 4^ eclipses totales de Solcil, echelonnees depuis Tan 346 de 
notre ere jusqu'a Tannee 141^9 6t dont 2 seulement avaient ete discutees deja 
par M. Celoria; il a trouve surtout de precieux materiaux dans les chroniques 
des monasteres du moyen age. II n'est pas question d'heures exactes pour les 
phases; on se borne a dire qu'en tel lieu le Soleil a ete eclipse, et, dans un assez 
grand nombre de cas, qu'on a vu apparaitre les etoiles. M. Ginzel a conclu de 
sa discussion que I'acceleration seculaire adoptee par Hansen devait etre un peu 
diminuee, et ramenee seulement a ii'',47' H serait tres important d'examiner 
si ces eclipses, principalement les 17 comprises entre les annees 783 et 1267, 
dont Tepoque moyenne differe peu de celle qui correspond aux eclipses arabes, 
peuvent etre representees avec une acceleration de 6'' a 7'', et en appliquant au 
moyen mouvcment de Hansen la correction que nous avons indiquee. Mais je 
pense que nous devons faire un choix dans les documents : M. Ginzel a pour 
telle eclipse totale, celle de ii33, par exemple, 78 recits, de Tensemble des- 
quels il deduit une correction moyenne de la zone de centralite; il vaudrait 
peut-etre mieux garder ceux des recits qui sont tres nets, qui affirment que Ton 
a vu les etoiles, les discuter separement et laisser les autres de cote. Il s'agirait 
de voir si, avec les corrections indiquees pour Bn et Ss, Teclipse reste totale 
dans les lieux oil Ton a dit nettement qu'elle Tetait. 

Il nous faut parler des recherches de M. Schjellerup sur les anciennes eclipses 
chinoises (voir Copernicus, t. I, p. 4i-47); thslis les donnees sont ici tres peu 
precises. L'auteur parle, en effet, de 36 eclipses de Soleil mentionnees dans les 
Annates de la Chine, et il en choisit 3 qui sont mentionnees comme ayant ete 
totales, dans les annees 708, 600 et 548 avant J.-G. Les mois dans lesquels on 
les a observees ont du etre corriges, pour les deux premieres. II arrive, en outre, 
que ces eclipses ne sont pas tres bien representees par I'acceleration de Hansen; 
il est vrai qu'elles le sont encore plus mal avec celle de MM. Adams et Delaunay, 
car il faudrait, pour avoir des eclipses totales, changer de 3o^ la longitude du 
lieu oil Ton suppose qu'elles ont ete observees. Le resultat n'est guere meilleur 
en adoptant, avec Airy, la correction S/i = — - 36". II ne semble pas qu'on puisse 
en tirer une conclusion assuree pour ou contre I'acceleration theorique. 

183. Nous pensons que la question pent se diviser en deux autres, celle de 
I'acceleration seculaire et celle d'une ou de plusieurs inegalites a longues 
periodes, encore inconnues. On peut laisser de cote la fixation du coefficient de 
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Tacceleration seculaire, car elle ne joue qu'un role secondaire quand il s'agit 
de la comparaison des observations des deux derniers siecles. 

Mais, quelle peut bien etre la cause des inegalites a longues periodes que 
cette comparaison met en evidence? On pouvait penser que les inegalites prove- 
nant de Taction des planetes n'avaient pas encore fait I'objet d'une recherche 
systematique suffisamment etendue. Le Memoire de M. Radau, qui a paru dans 
le Tome XXI des Annates de robservatoire^ et dont nous avons rendu compte dans 
le Chapitre precedent, repond a cette question; il parait bien etabli qu'en 
dehors de Tinegalite qui depend de i6T — i8V, il n'en existe aucune dont le 
coefficient depasse une fraction de seconde. Neanmoins, Tensemble des inega- 
lites nouvelles et des corrections des anciennes, signalees par M. Radau, merite 
d'etre pris en consideration, car leur somme peut s'elever, en certains cas, k 
plusieurs secondes d'arc; ce qui est tres important quand on songe que Delau- 
nay s'etait preoccupe des milliemes de seconde dans les coefficients des inega- 
lites solaires. Cela n'explique pas les desaccords, mais permet de les regulari- 
ser, et de mettre mieux en evidence les inegalites qui sont encore inconnues. 
Enfin il y a peut-etre lieu de se preoccuper de la convergence des series ordon- 
nees suivant les puissances de m. 

Nous rappellerons, en terminant, que la correction totale apportee par M. New- 
comb aux Tables de Hansen est 

A = — i", i4 — 29% 17 ^ — 3%86^»— V,— o",09 sin A — i5%49COsA, 

oil 

Az=i8V-i6T~/; 

/ est le temps compte en siecles a partir de 1800. La formule empirique a 
laquelle nous sommes arrive de notre cole est 

A'z= -h 24% 24 — o,24o3s — (26% 87 -+- 1 , 17935) ^'-+- 35.^'»— V, 
-+- (i4%5o-+- 0,136*5) sin (i32«x t") 
H-( 9%i9-+-o,7o635)cos(i32«>x ^"), 

oil t' et /" designent des nombres de siecles comptes respectivement k partir de 
1700 et de 1750. On a 

85:= — 6", O, t'z=zt-\-\, t^z^t-^-j 

2 



et la correction devient 



A' = -+-25% 68— i9%8o(^-hi) -6%oo(^*-h2^4-i) 

-+- i3%67 sin(i32» x t -+- 660) -+- 4%95 cos(i32» x ^-+- 66») — V, 
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ou bien 

A' = -o",i2 — 3i^8o/ — 6% 00 i«—V,-M4^54 sin(i32«x^-+- 85054'); 

/ est maintenant compte en siecles a partir de i8oo. 

Si Ton persistait a maintenir dans la comparaison des observations modernes 
Tacceleration de Hansen, ce qui reviendrait a faire §5 = 0, il faudrait, pour 
representer I'erreur tabulaireen 1889, admettre une valeur de u comprisct entre 
23® et 33**, 28*^ par exemple, et pour T une valeur peu eloignee de 32o ans. 
Pour fixer cette valeur de T, un nouveau calcul serait riecessaire. 

La theorie de la Lune se trouve arretee par la difficulte que nous venons de 
developper; deja, a Tepoque de Clairaut, la gravitation paraissait impuissante a 
expliquer le mouvement du perigee. Elle triomphera encore du nouvel obstacle 
qui se presente aujourd'hui; mais il reste a faire une belle decouverte! 



FIN DU TOME III. 
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